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Exercices de mathématiques pour des élèves de premières du collège. (de 15 à 16 ans)

Le but de ces exercices est d'acquérir les techniques de calculs de bases en mathématiques. Ils ne sont pas intéressant à priori. Certains donnent des résultats surprenant.

Voici quelques problèmes de mathématiques que j'ai donnés à mon neveu de 16 ans, qui est en première du collège, pour l'exercer.

Montrez que :  
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Faire le calcule suivant :  
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Pour des problèmes donnant des résultats simples, que peut-on dire sur les nombres entiers "a" et "b" pour que 
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Sachant que  "a",  "b"  et  
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  sont entiers, montrez que  
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  est aussi entier. Ceci est un exercice de calcul littéral, et un début de démonstrations mathématiques.

Voici des calculs donnant des résultats étonnant :
A = 
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B = 
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Vérifier que  (A + B)2 = 16.  En déduire que  A+B = 4.

Il n'est pas évident à priori que la somme de  A  avec  B  soit un nombre entier !

Autre exemple :

A = 
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B = 
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Vérifier que  (A + B)2 = 18.  Cette fois,  A+B  n'est plus un entier.

Autre exemple :

A = 
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B = 
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Vérifier que  (A + B)2 = 22.  Cette fois,  A+B  n'est plus un entier.

Autre exemple :

A = 
[image: image12.wmf]2

6

11

×

-


B = 
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Vérifier que  (A + B)2 = 36.  En déduire que  A+B = 6.

De nouveau un résultat surprenant.

Voici comment trouver d'autres calculs donnant des résultats surprenant :

A = 
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B = 
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(A + B)2 = 
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  qui est un entier si  a2 - b2 = entier.

On peut même s'arranger pour que ce soit un carré parfait, ce qui donne le résultat encore plus surprenant que  A + B = entier.


Voici une table de valeurs intéressante : (A vérifier mes calcules)

a
b
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(A + B)2


7

4((3

1

16


7

3((5

4

18


7

2((10

9

20


7

4((3

16

22

7

4((3



11

4((3






4((3






4((3






4((3






4((3






4((3






4((3






4((3






4((3






4((3






4((3






4((3






4((3









Une erreur de l'enseignement est de dire pendant des années que les racines carrées de nombres négatifs n'existent pas, puis en dernière année d'étude, on leur dit que quand même les racines carrées de nombres négatifs existent. Conclusion : Certains étudiants sont perturbés, et ont beaucoup de difficulté dans le chapitre des nombres complexes. Je suis donc d'avis de préparer les élèves très tôt de l'existence de racines carrées de nombres négatifs, en leur expliquant qu'ils verront plus tard en détails comment manipuler ces nombres spéciaux.

Pendant qu'on y est, il est bon de les habituer à un monde en évolution. Donc il ne faut pas leur faire croire que le concept de nombre est immuable. Il évolue encore de nos jours, avec les nombres de l'analyse non standard, infiniment petits et infiniment grands.

L'exercice suivant est intéressant, car c'est une première confrontation aux nombres complexes, sans qu'on s'en aperçoive immédiatement.

Soit A = 
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Soit B = 
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Montrez que  A2 + B2 = 14

Pouvez-vous calculer  (A + B)2
Le résultat A2 + B2 = 14  est-il correcte ?  Cela dépend du point de vue. Avant le 16ème siècle, on considérait ce résultat comme faut, car pour calculer  "A",  il faut calculer la racine d'un nombre négatif. Mais fin du 16ème siècle, on s'apercevait que le calcul avec des racines de nombres négatifs s'avérait utile. Petit à petit ils ont été acceptés, étudié et bien compris.

Démonstration avec erreur :

Soit  c = a - b

donc  a = b + c

-> (a - b)*a = (a - b)*(b + c)

-> a2 - a*b = a*b + a*c - b2 - b*c

-> a2 - a*b - a*c = a*b - b2 - b*c

-> a*(a - b - c) = b*(a - b - c)

-> a = b  cqfd 

La conclusion est-elle correcte ?

Remarque intéressante pour 4ème du collège, ou simplement ceux qui connaissent les nombres complexes.

On vérifie aisément que :

(5 - i)4 * (1 + i) = (476 - 480*i)*(1+i) = 4*(239 - i)

Ceci démontre la formule de John Machin :

4 * arctan(-1/5) + arctan(1) = arctan(-1/239)  i.e.

Pi/4 = 4*arctan(1/5) - arctan(1/239)

Avec le développement en série de arctan(x) = x - x3/3 + x5/5 - x7/7 + x9/9 - x11/11 + ...

Ceci était longtemps une manière efficace de calculer Pi avec des centaines de chiffres après la virgule.
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