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N
1. Le moment d'inertie est par définition: / = Z m; R’ oules R; sont les distances des points
i=1

matériels m; al'axe de rotation.
Pour un anneau mince, toutes les distances sont les mémes et valent .

N

2 2

Donc: I = V~Zmi = M-r.
i=1

N,

: . — 2 \

2. Pour le premier corps : [, = E m;R; ou
i=1

N; = le nombre de points matériels constituant ce premier corps.

N, +N,
2 \
Pour le second corps : [, = z m;-R; ou
i=N,+1
N, =le nombre de points matériels constituant ce second corps.
N,+N,
. . , . 2
Le moment d'inertie des deux corps réunis est: [, = Z mR; . Donc
i=1
N, N,+N,
1, = Z m; R+ Z myR; = I,+1,.
i=1 i=N +1

Si I'on avait plus que deux corps, on aurait autant de sommes que de corps.

3.  Cet exercice est similaire a l'exercice 2 de la série 2.
Le disque plein est une somme d'anneaux minces.
L'anneau se trouvant a distance x du centre et d'épaisseur dx a une masse égale a :
dm = p-2-m-x-dx ou p estla densité surfacique du disque. p-7t-7° = m.
Le moment d'inertie de cet anneau vaut :
dl = dmx’ = p-2-mwx-dv-x’ = p-2-w-xdx 7
Le moment d'inertie du disque est la somme des moments d'inerties dm
des anneaux, selon I'exercice 2 :

1 = jp-2-n-x3-dx = p-2-n-jx3-dx
0 0

4
;= P21 — l'p-TT'r2’I”2 ] = l.m.’,z

4 2 2
C'est exactement le méme calcul d'intégral que dans 'exercice 2.1 de la série 2.

5. (4) L'exercice 4 est un cas particulier de I'exercice 5, dans lequel la longueur L = 0.
On peut décomposer la barre en petites tranches d'épaisseurs dx et de masses dm = p-dx,

ou p est la densité linéique de la barre. p-a = m.

Le moment d'inertie de la barre vaut: [ = Llep-xz-dx.
L—al2
1 al al 1 3 2 a a a 3 2 a ad a
I = 3P L+5 _(L_E)) =3P L'+3L -E+3L-?+§)—(L -3L -5+3L-?—§))
I = l-,0-(3L2-a+a—3 = p-a-L2+L-p-a-a2, donc: [ = Lot em 12
3 4 12 12
Le moment d'inertie de la barre selon un axe qui passe par son centre vaut : [, = —ma’.

12

A ce moment d'inertie s'ajoute le terme ;- L* si l'axe est décalé d'une longueur L du centre de la
barre ! L'exercice 4 + la régle de Steiner donne ce résultat.
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6. Montrons la formule de la régle de Steiner.

Considérons un point matériel m,. /\

Dans tout plan perpendiculaire aux deux axes qui nous intéressent,

introduisons les vecteurs :

Ac est un axe d'inertie principal. 7

R = <17:x ;?:y ;O> , qui part de I'axe Ac et arrive sur m;. :l

R, , quipartdel'axe A etarrive sur m;. d

d, quipartdel'axe A et arrive sur l'axe Ac. d \ ¢ de Masse

Hd ‘ = la distance entre les deux axes. .
- A'lun axe A un axe principal

Donc, pour chaque m;, ona: R, = d+ R, . secondaire

N 2

N N 0 I
Calculons : 1, = Z m, R’ = Z m, E”RZH z Z m, [”d+ R
=1 i1 i=1

N Lo . —
SRECRTE
e g 2 2 H
]A = HZ mlHDd +2Dd.z miDRi-I.Z miDRi = mtat[ld +1AC
=1 El =

(N —
=0

Le terme du milieu est nul car

*

N - N

* * * * * — _ﬁ
Z miDRi_E miD<ri,x’ri,y’0>_ My, rCM,x’rCM,y’O>_rCM_O
1 =1

r., estle vecteur allant du centre de masse au centre de masse, il est donc de longueur nulle. CQFD

Ce résultat aurait pu s'appliquer a l'exercice 5, si I'exercice 4 avait été fait indépendamment de 1'exercice 5.

7.1 La sphére pleine et homogene est une somme de disques homogeénes.
Le disque se trouvant a distance x du centre et d'épaisseur dx a un rayon égale a \/ ri—x? et

une masse égale d dm = p-mr-(r’—x°)-dx ou —~

4
p est la densité de la sphere. p'g'Tf"’} = m,

Le moment d'inertie de ce disque vaut :

dl = %-dm-(rz—xz) = p1r(r=x")dx

1
dl = 5-p-n~(r4—2-r2~x2+ x*)-dx
Le moment d'inertie de la sphere est la somme des moments d'inerties

des disques, selon I'exercice 2 :

r

I = fl'ﬂ'ﬂ'(r4—2-r2~x2+x4)'dx = fp-1'r~(r4—2-r2-x2+x4)~dx

<2 )
3 5 5
: 2
I = p-Tr«(rS—Z-rz‘%jt% = p.n.gl_g = p%.n.ﬁ%.,ﬂ I = g-m-rz

7.2 Une sphere creuse de rayon r et d'épaisseur trés petite dr est la différence d'une sphere pleine de

rayon 7+ dr et d'une spheére pleine de rayon r.
L . _ 8-(r+dr) 81
Le moment d'inertie de la sphére creuse estdonc: [ = p-r- 5 p-TT: 3

I = p--(8/15)-(5-r*-dr+dr-négligeable) masse: m = p-4-mr-r’dr.

2 . 2
I = pm-dridr '5'7’2, donc le moment d'inertie de la sphére creuse vaut: I = ?m_rz .

Le moment d'inertie est de nouveau de la forme : un nombre fois la masse fois le carré du rayon.
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8.  Accélération d'un cylindre roulant sans glisser sur un plan incliné.

frot

L'accélération du centre de masse acy satisfait: m-ag, = m-g-sin(@)—F oot -

Le moment de force M relativement au centre du cyhndre satisfait :

M = rXFf P XF g+ 7 X Fp, donc M = rF,  car r ouw=0[m] vudepuis le CM.
L'accélération angulaire o de rotation satisfait: M = [,

L'accélération angulaire o de rotation est li¢ a I'accélération acy par: @ey = &7,

Ces 4 égalités nous permettent de déterminer I'accélération du centre de masse.

Les trois derniéres égalités donnent : - F o = Iatacy, cequipermet d'é€liminer F,.

, 1y : 1y :
m-acy = m'g'Sm((P)—7'%M puis aCMJrW-aCM = g-sin(p)

D'ou I'on en déduit que : 4cn = 7 -g-sin(p) |
1+—2

2
m-r

. 1 2 :
Dans le cas du cylindre, [, = E'M'rz , donc ag, = g-g-sm((p)
Le moment d'inertie augmente l'inertie du cylindre, par contre laisse inchangée la force
accélératrice. Celui-ci accélére donc plus lentement que s'il glissait. Ceci est normal, car le cylindre
subit une force de frottement au point de contacte.

Voici une autre méthode de résolution plus simple, mais plus subtile.
Le point de contacte est immobile et on peut considérer que le cylindre tourne autour de ce point
durant le cours instant de contacte.

Le moment de force relativement a ce point de contacte est: M = r-m-g-sin (p)
L'accélération angulaire o de rotation satisfait: M = [-«.

Le moment d'inertie relativement a 'axe passant par le point de contacte est, selon la régle de
Steiner, / = [,+m-r" . Onendéduit: (I,+mr’ )« = r-m-gsin(p).

1 .
Donc: & = —1-m~g-sm((p)
A
r+—=
m-r
De dg, = &7 onretrouve que: dey = ——g'sin(p)

A

2
m-r

1+
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9. Moment d'inertie d'un cone plein et homogene selon son axe de symétrie.

h X “dx

h = la hauteur du cone.

r =le rayon de la base du cone. a=r/h =la pente.

Le cone pleine et homogene est une somme de disques homogeénes.

Le disque se trouvant a distance x du sommet et d'épaisseur dx aunrayon égalea y=a-x et

une masse égale & dm = p-r-a’-x"-dx Ou

., . 1 2
p est la densité du cone. p-3-T0T h = m,

- ) ) _ 1 2 2 _ 1 4 4
Le moment d'inertie de ce disque vaut : dl = E-dm-a X = SpTranx ~dx

Le moment d'inertie du cone est la somme des moments d'inerties des disques, selon 1'exercice 2 :

h
I = flp~n-a4~x4~dx
0 2

5
I - %.p.ﬂ.a“-hg el %.%.p.n.az.hz.h.az.h2 —_ lio.(%.p.ﬂ.rz.h).r2
I = E-m-r2

Comme toujours, le moment d'inertie est proportionnel a la masse et au carré du rayon.

r=alh

10. Le rectangle pleine et homogene est une somme de barres minces et homogenes de masses :
dm = p-bdx on pestladensité: p-ab = m.
1

Selon la régle de Steiner : dl = E~a?m~bz+afm-x2 Vr—x
al2 1
I = f (—p~b3+p-b~x2)'dx dm
—al2 12
x
I = L,0-193-61-1-,0-b-l-((a/2)3—(—a/2)3) b
12 3
1 2 1 2 1 2 2 e
[ = —0- .bb _|__. .b. . I - . +b a
Z P 5 pbaa 12m(a ) dx
Autre méthode :
bl2 al2
dm = p-dx-dy I = f f (x*+y°)-p-dx-dy
—bl2 —al2
bl2 3
Intégrons selon x: I = f a—+a-y2 -p-dy
2\ 12

Intégrons selon y: [

3 b3 1 5 5
b-—+a-—|p Onretrouve: I = Em‘(a +b%)



