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Relativité restreinte : introduction

Suite a l'incompatibilité entre la théorie de la mécanique de Newton et a 1'électrodynamique résumée
par les équations de Maxwell, Einstein proposa deux énoncés concernant la physique, qu'on appelle
postulats, car ils ne peuvent pas étre déduit d'autres principe plus fondamentaux.

Jusqu'a nos jours aucune expérience n'a permis de douter de la justesse de ces deux postulats.

1. Le postulat de la relativité
Les résultats de tout expérience entierement conduite a l'intérieur d'un certain systeéme de référence
sont indépendants de tout mouvement de translation uniforme de ce systéme de référence.

2. Le postulat d'invariabilité de la vitesse de la lumiére
Dans tout systeme de référence, la mesure de la vitesse de la lumiére donne un résultat qui ne
dépend pas de la vitesse de la source qui émet la lumiére.

Le premier postulat dit donc qu'il est impossible de déterminer la vitesse d'un référentiel en restant
entierement a l'intérieur de ce référentiel. Une vitesse est toujours relative a un observateur.
Remarquez que cela n'est pas vrai pour une accélération, qui peut étre déterminée en restant
entierement a l'intérieur du référentiel accélérer. ( Localement, ce n'est pas vrai si I'accélération provient d'un
champ gravitationnelle. C'est la base de la relativité générale. )

Le deuxieme postulat dit que la lumicre se comporte comme n'importe quelle onde. La vitesse de la
source n'influence jamais la vitesse de 1'onde, mais elle influence la fréquence de 1'onde.

Premiére conséquence des deux postulats :
3. 1la constance de la vitesse de la lumiére.

La vitesse de la lumiere dans le vide est une constante que 1'on note usuellement par la lettre c.
La mesure de cette vitesse donne toujours la méme valeur, quel que soit le référentiel qui effectue
la mesure.

Justification :

°  Admettons que depuis un référentiel S; la mesure de la vitesse de la lumiere donne le résultat V;

et que depuis un référentiel S, la mesure de la vitesse de la lumicre donne le résultat V.. Ces

vitesses sont indépendantes de la vitesse de la source selon le 2°™ postulat.

On peut choisi la méme vitesse de la source dans chacun des deux référentiel. Donc selon le

1 postulat les résultats de ces deux expériences doivent donner le méme résultat V; =V, que l'on

note usuellement c.

Deuxiéme conséquence des deux postulats :

4. vitesse d'un référentiel relativement a un autre.
Si la vitesse d'un référentiel S; en mouvement de translation uniforme relativement a un
référenticl S, est V, alors la vitesse du référentiel S, en mouvement relativement au référentiel

S) estaussi égalea V.
Cela signifie que si un homme debout sur le bord de la route voit passer une voiture a 100 [km/h], alors le conducteur de la
voiture voit passer 'homme qui le regarde aussi a 100 [km/h].

Justification :

°  Admettons que depuis le référentiel S, le référentiel S, se déplace a vitesse V', et que depuis le
référentiel S, le référentiel S se déplace a vitesse V. On veut montrer que forcément V, = V.
Chaque référentiel effectue le méme type de mesure sur I'autre, donc selon le 1* postulat ils doivent
obtenir le méme résultat de mesure V> = V). Si ce n'était pas le cas, un des deux référentiels serait
privilégié par rapport a l'autre.

o
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Dilatation du temps

Montrons qu'une autre conséquence des deux postulats est que la mesure de la durée d'un événement
dépend de la vitesse V' de I'observateur relativement a I'événement.

La vitesse de la lumicre = c.

Notons § un référentielle d'inertie, par exemple la Terre en premiére approximation.

Notons S’ un autre référentielle d'inertie se déplacant a vitesse V' relativement a S. Par exemple une
Fusée.

Faisons partir une impulsion lumineuse d'un c6té de la Fusée S’ pour que, selon §’, elle se déplace
perpendiculairement a la direction de translation de §. L'impulsion va étre réfléchie sur un miroir puis
revenir au point de départ.

Dessin vu depuis la Terre S Dessin vu depuis la Fusée S’
t=0 lumiere t'=0
.
miroir

=T h'

t'=2T' h
Par Pythagore : ¢*-T?=V>T>+i’ h'=c 1
h=h' car sinon la Fusée passerait a travers un trou selon un référentiel et pas selon un autre.

Vz

DOHC: C2‘T2=V2'T2+C2'T '2, T72= 1_ - 'T2

c

Vz
Conclusion: T'= l—— T
c

La durée T mesurée depuis la Terre S, sur des horloges différentes au départ et a I'arrivée est
plus grande que la durée 7’ mesurée depuis la Fusée S’, sur la méme horloge au départ et a
I'arrivée.

Conventions - notations.
Le temps T’ mesuré par I'horloge de la Fusée S’, qui est la méme au départ et a l'arrivée, s'appelle
le temps propre de la durée de 1'expérience.

On note eénéralement - f=r. + | y=——t— .
n note gencralement : B—C ;Y \/1—V2/c2 remarque : y>1

1
Relations : | Y= - ; B=11—i2 ; y2-(1—[32)=1 ;
— Y

ropre
/ p

Le temps propre 7’ est celui mesuré dans le référentiel dans lequel I'horloge est immobile.
Dans tout référentiel, la mesure d'une durée est toujours plus grand ou égale a la durée propre.




janvier 2010 Relativité : dilatation du temps et contraction des longueurs Physique 4°™ année - 3

Contraction des longueurs

Une autre conséquence de ce qui précede est que la longueur d'un objet ou la distance entre deux objets
dépend de la vitesse V' de I'observateur relativement aux objets.

La vitesse de la lumicre = c.

Notons § un référentielle d'inertie, par exemple la Terre en premiére approximation.
Notons S’ un autre référentielle d'inertie se déplacant a vitesse V' relativement a S. Par exemple une Fusée.
Imaginons une Fusée S’ allant de la Terre vers Jupiter.

On considerera que dans le référentiel S, la Terre et Jupiter sont immobiles.

Notons L la distance entre la Terre et Jupiter dans ce référentiel.

Notons L' la distance entre la Terre et Jupiter dans le référentiel de la Fusée S".
Notons At le temps pris par la Fusée pour aller de la Terre a Jupiter, mesuré dans S.
Notons At’ le temps pris par la Fusée pour aller de la Terre a Jupiter, mesuré dans S".
Notons V la vitesse de la Fusée, mesurée dans S.

Notons F’ la vitesse de l'ensemble Terre - Jupiter, mesurée dans S’

Dessin vu depuis la Terre S.

L

ST -
fusée
Vu depuis la Terre S, L=V LA
Vu depuis la Fusée S’, L'= V' [A¢'
La conséquence "4. vitesse d'un référentiel relativement a un autre” de I'introduction nous informe que V' = V.
At' est mesuré sur I'horloge de la Fusée au départ et a 1'arrivée, c'est donc le temps propre. La page
précédente nous indique donc que : A = y A",
Onadonc:L=V[IA =V'Ar=V'ly [ A'=y [L'

Conclusion: L = y-L'

La longueur L' d'un objet relativement a un référentiel S’ dans lequel I'objet se déplace, est
plus petite que la longueur L de cet objet relativement au référentiel S dans lequel I'objet est
immobile.

Conventions - notations.
La longueur L d'un objet dans un référentiel §' dans lequel 1'objet est immobile, s'appelle la
longueur propre de 'objet.

O cnéral B=— Y= 71 1
n note generalement : 5 remarque : >
g c \/ 1 V2 /c2 q y

propre
| 1 / \

s B=(l-= 5 Y(1-B)=1; L=yL' ; T =yT"
1-B Yy

Relations : Y=

La longueur propre L est celle mesurée dans le référentiel dans lequel elle est immobile.

Dans tout référentiel, la mesure d'une longueur est toujours plus petite ou égale a la longueur propre.
/ L y-L' L'
Remarquez que : Viese = 77 = - T 77 = Viesse
q q s T y- T’ T' ¢

La vitesse de la Fusée relativement a la Terre est la méme que la vitesse de la Terre relativement a la Fusée.
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Contraction des longueurs et simultanéité

Puisque les résultats précédents sont tellement nouveaux et contre intuitif, montrons d'une autre
manicre la contraction des longueurs, sans utiliser le résultat sur la dilatation du temps.

Montrons €galement que cela implique que deux événements simultanés dans un référentiel, ne le
sont pas forcément dans un autre.

Il se peut que depuis un référentiel 'événement "A" précede I'événement "B", alors que dans un autre
référentiel I'événement "A" suit I'événement "B". Mais cela n'est possible que si la lumiére n'a pas le
temps d'aller de "A" a "B" entre ces deux événements, selon un référentiel.

(' Si la lumiére n'a pas le temps selon un référentiel, elle n'aura jamais le temps, quel que soit le référentiel. )

La vitesse de la lumiere = c.

Imaginons trois Fusées a, b et ¢ immobiles dans un référentiel S’

La Fusée b se trouvant au milieu entre les Fusées a et c.

Notons L la longueur propre de @ a b. C'est celle mesurée dans S".

Notons § un référentielle d'inertie, par exemple la Terre en premicre approximation.

Notons V' la vitesse des Fusées S’ relativement a la Terre §.

Dans le référentiel de la Terre S, plagons trois positions p, g et r, de telle sorte que vu depuis les
Fusées S’ les position p, g et r coincident avec les positions a, b et ¢ autemps ¢=0.

Lorsque p et a se croisent, un éclaire de lumicre est émis.

Lorsque r et ¢ se croisent, un éclaire de lumiére est émis.

Ces deux éclaires arriveront en méme temps en b, quel que soit le référentiel d'observation, car c'est
évident dans le référentiel S’ et les temps d'occurrences de deux événements au méme endroit peuvent
étre mesurés sur la méme horloge. La simultanéité d'événements en un méme endroit est indépendante du référentiel.
Sachant que la vitesse de la lumiere est indépendante du référentiel, le but est d'en faire des déductions
sur les distances parcourues par les éclaires de lumiére.

Dessin vu depuis la Terre S. Dessin vu depuis les Fusées S’
P r p L 4 r
S%’Aj by L q yLL i - S % L %Z
=0 S'VA c g . L b L .

+ front d'onde

) ! lumineux . Dans le référentiel S’ les événements :
S YL V[Z‘ . "p croise a" et "r croise c"

=t gLV o Ly * sont simultanés.
: La lumiére arrivera en b au méme
) Les fronts d'ondes lumineuses instant’ mais pas en g aux mémes
) se rejoignent en b. . ,
: instants, car la Terre S se déplace.
p : r
S : !
=t Ly b
a oLy
Montrons que les longueurs indiquées sur les dessins sont corrects.
La donnée est que L est la longueur propre de a a b.
Notons L,, lalongueur entre p et ¢ mesurée dans §. C'est une longueur propre. ( L,, =L, )
Notons L', lalongueur entre @ et b mesurée dans S’. C'est une longueur propre. (L', = L")
Notons L',, lalongueur entre p et ¢ mesurée dans S’
Notons L, lalongueur entre @ et b mesurée dans .
Par choix, L', =L",,=L.

On supposera que les longueurs se déplagant a vitesse V' relativement a un référentiel subissent une
contraction d'un facteur y que l'on cherche a déterminer. Bien siir on retrouvera le facteur y vu
précédemment. ( Des considérations générales sur l'isotropie et 'homogénéité de l'espace et du temps montent qu'il ne
peut pas y avoir d'autres sortent de modifications sur les longueurs. )

Donc: L'yy=ylLy et L,=yd', etparchoix: L',=L",=L.

Dou: Lyp=1/yL'y=L/y et L,,=ydL', = ylL. Comme indiqué sur le dessin.
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En se basant sur les observations depuis le référentiel § uniquement, on voit que :
1) VL +2/y=2 07 LYy

2) VL +Lly=clh

3) C[(tz_f1)+ V[(lz_tl):L/y

1
De ces 3 équations, avec 4 inconnues (y; ¢ ; & ; L/y), montrons qu'on en déduit: Y= 77— — .
V1=V?Ic?

Réarrangeons :

1) Vih=2Qy-1)y

2Y (c=V)h=LVy

3) (c+V)h=(c+tV)Lh =LYy

Donc :
t (vie
Lly V
t t t
2" LT et 3") (c+V)———(c+V)— =1
Lly c=V Lly Lly
. mo. 1 2(22_1) —
Substituons dans 3") : (c+V)-ﬁ—(c+V)- V =1

Multiplions par (¢—V)-V

3m) (C+V)'V_(C+V)'(C_V)2‘(y2—1) = (c—V)V
3mv) C'V+V2—2'(CZ— V2)_y2+2'62_2,V2 = C'V—V2
2

Aprés simplifications : (¢*—V?)-y* = ¢

1
2 . .
y" =1 quidonnebien: Y=7——
Y q \/1— V3 e

2
Finalement : (1 -
c

On retrouve le résultat attendu, sans utiliser la dilatation du temps.

Un mot sur la simultanéité.
On constate également que vue depuis S’ les événements "p croise a" et "r croise ¢" sont
simultanés, alors que vu depuis S, I'événement "p croise a" a lieu avant I'événement "r croise c".

La notion de "avant" et "apres" peut dépendre du référentiel d'observation, mais...

S

dans le référentiel S, la lumiére a le temps d'aller de p a r entre les événements "p croise a" et "r croise c",
ALORS

l'ordre des événements est le méme dans tout référentiel.

Justifions cette affirmation en supposant que :

dans le référentiel S, 1'événement "p croise a" a lieu apres I'événement "r croise ¢" (ou simultanément)
dans le référentiel S, I'événement "p croise a" a lieu avant I'événement "r croise c¢".

Donc dans le référentiel S’, les impulsions lumineuses se croisent a gauche de r et de c,

et  dans le référentiel S, les impulsions lumineuses se croisent a droite de p et de a.

Donc ses impulsions se croisent entre a et ¢, ce qui montre que la lumiére n'aura pas eu le temps
d'aller de p a r dans le référentiel S ( ni dans aucun autre référentiel ).

( Référez-vous au dessin de la page précédente et supposer la simultanéité dans S’ est plus simple. )
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Le paradoxe des jumeaux

Imaginons deux jumeaux, l'un restant sur Terre, l'autre s'é¢loignant a une vitesse proche de la lumiere
jusqu'a atteindre une étoile, puis faisant "instantanément" demi-tour, revenant sur Terre. Le temps se
sera écoulé plus lentement pour celui qui aura voyager a grande vitesse, donc lorsqu'ils se retrouveront,
celui resté sur Terre sera plus vieux que celui qui aura voyagé.

Certain rétorquerons que placé dans le référentiel de la Fusée, c'est celui sur Terre qui se déplace a
grande vitesse et c'est donc lui qui sera le plus jeune.

Analysons en détail les étapes du voyage.

q représente la Terre, r I'étoile a atteindre avant de faire demi-tour.
L est la distance propre entre ¢ et r.

b représente la Fusée, a une autre Fusée a distance propre L de b.
Donc, vue de la Terre S, la distance entre a et b vaut L/y.

T esttel que V' [II'=L.

Dessin vu depuis la Terre S.

bxgq S g L r, T,x» =0, temps mesuré dans S.

T'yxq=0, temps mesuré dans S’

S'a L — -

X R S— ! L T
‘i a pnb | Tyxa= —=— estletemps propre mesuré¢ en g dans S§.

T'uxq=YLT,x,= T =temps impropre mesuré¢ en a dans S’

q L 4 L
bxr S © P b Trxp= 7=T est le temps impropre mesuré en r dans S.
5 LY o
T'yx,=T./y=T/y =temps propre mesuré en b dans S".
q L r
axr S o | L+L/ T .
= a b Txa= M=T+; temps impropre en  dans S.

T".x»=7 pas de référence de temps propre.

Nous verrons plus loin les transformations de Lorentz, qui permettent de calculer le temps dans le
référentiel S’ connaissant le temps et la position dans le référentiel S.

Xar:O- CT,axq:yl:(CTar_ﬁDYar), dOl’lC T’an:yﬂar:T
Xoxp=L. cThyx,=ydA cTrxs— B X, xy), donc

Ty = y-(T—ﬂ)=y~(T—ﬂ~K)=y-(T—[32-T)=y~(I—BZ)-T=£
(& c Y

V

X’Xa:L- CT'aXr:yl:(CTrxa_ﬁDX;Xa), dOl’lC

ool DB L)y [p B L) T
y ¢ ¢ Y

On retrouve les résultats précédents plus un nouveau concernant 77, .

Vu depuis la Terre S, lorsque la Fusée fait demi-tour pour revenir en b X r, il s'est écoulé un
temps 7 sur Terre et un temps 7/y dans la Fusée. Le jumeaux sur Terre est bien plus agé.
Le retour est symétrique. Une discussion plus compléte se trouve en page suivante.
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Dessin vu depuis la Fusée S".

S
bxgq - gL_/y'r T'yxq =0, temps mesuré dans S".
S,‘f L b T,x»=0, temps mesuré dans S.
bxr Sa Ly r , L T ,
a L b T"yx,= ——>=— =temps propre mesuré en b dans S".
A O yV .y
Trxy =Y [Ty x,=T = temps impropre mesuré¢ en r dans S.
axq Sa Ly r I
a: L b T'ixq= 7=T est le temps impropre en a dans S”.
S’ I O
Tyxa=T'uxy=T/y =temps propre mesuré¢ en ¢ dans S§.
Saqp
o vy ) (L+Lly) T .
axr a L b T'.x,=——==T+— =temps impropre en a dans §".
KA O V Y

T, xa=="7 pas de référence de temps propre.

Nous verrons plus loin les transformations de Lorentz, qui permettent de calculer le temps dans le
référentiel S connaissant le temps et la position dans le référentiel S”.

X'er:O. CTthZVE(CT'er_ﬁDY’bxr), dOHC TrXb:yﬂ-”th:T
X,an:L' CTar:y[(C)T,an_ﬁDXv’uxq), donc

ey {T-EE ey {7 -EL Dy ir g rlay iophr=
Y

v

X,aXr:L- CTrXa:y[(C'T’aXr_BDY,aXr), dOl’lC

Toxa=y|T I_EL =T+y: r-8L)=r L =Tlux, !
y ¢ ¢ Y

On retrouve les résultats précédents plus un nouveau concernant 7, x,.

Vu depuis la Fusée §’, lorsqu'elle fait demi-tour pour revenir en b X r, il s'est écoulé un temps 7 sur
Terre et un temps 7/)y dans la Fusée. Le jumeaux sur Terre est bien plus agé.
Le retour est symétrique.

On retrouve les mémes résultats que l'analyse vue depuis la Terre §'!

On remarque également que les événements "b X r" et "a X ¢ " ne se déroulent pas dans le méme
ordre dans les deux référentiels. Sila décision de rejoindre son jumeaux était prise par celui resté sur
Terre lorsque la Fusée a croise la Terre ¢, alors c'est le jumeaux de la Fusée qui serait le plus agé.
La rupture de symétrie vient du faite que c'est le jumeau de la Fusée qui décide de faire demi-tour.
L'ordre des événements " a X ¢ " et "la Fusée fait demi-tour" n'est pas le méme sur Terre et dans la
Fusée. Puisque c'est le jumeau de la Fusée qui décide de faire demi-tour, lors de I'événement

"la Fusée fait demi-tour", le temps écoulé sur Terre est plus grand que celui écoulé dans la Fusée.

En page 12, nous reviendrons sur le paradoxe des jumeaux, en comptant le nombre de battements de cceurs de chaque
jumeaux, pour constater a nouveau que celui qui a voyagé dans la Fusée a moins vieilli que celui qui est resté sur Terre.
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Addition des vitesses.

Dans 1'¢tude du paradoxe des jumeaux, on peut imaginer que celui resté sur la Terre rejoigne celui dans
la Fusée en allant a une vitesse proche de celle de la lumiére relativement a celle-ci. Mais cette Fusée

va déja a une vitesse proche de la lumiere relativement a la Terre.

Donc vu depuis la Terre la Fusée va vers I'étoile a une vitesse proche de la lumiere et vu depuis la
Fusée, le jumeau terrien va vers 1'étoile a une vitesse proche de la lumicre.

Classiquement, en additionnant les vitesse, la Terre devrait voir le jumeau terrien filer vers 1'étoile a
une vitesse proche de 2 fois la vitesse de la lumiére !?!

L'addition classique des vitesses n'est plus valable en relativité.
Connaissant la vitesse V5, de la Fusée relativement a la Terre et la vitesse V', du jumeau terrien
relativement a la Fusée, déterminons la vitesse Vp, du jumeau terrien relativement a la Terre.

Notons § le référentiel de la Terre.
Notons S’ le référentiel de la Fusée.

Notons S le référentiel du jumeau terrien qui rejoint la Fusée.

Dessin vu depuis la Terre S.

r

Vu depuis la Fusée S’

VIO

X7 Sé] L | <—Soq LYy r: Vio= Vo
qx] a b V01 a b
S o—— —- S o———+ _
S’VéH VOZ S”é" V12 VIZ_ V2]
.o 4 L r q Ly, r
rxj S | S 10 |
J =0 a b © a b
S oO— R S—
b 5
S'V SV'

to Voo =L L estune longueur propre.

th o+t =Ly donc ¢ LVie+ Vi) = Liyio

to=VYo }"> ", estun temps propre. t"=V¥i ", 1", estun temps propre.

En éliminant ¢, t'; et L, on en déduit : yu-t;-(V,O-i- V12)=y02-t;-V02/y10

BiotBi, — Bos
Yoz Y127 Y10

En divisant par ¢, par ¢, par Y, etpar Y :

1
En utilisant —=1—8
Y

Mise au carré = (B,y+B,,)(1—B5) =B (1-B2)(1-B%)

Isolation de By, mise au carré : (B,g+B,,)" =By ((1=B2)-(1=BL)+(B o+ By,)’)
Développement : (ﬁw+ﬁu)2=;s§2~(1—/fﬂ—ﬂ{o+ﬁfz~ﬁfo+ﬁé+§é+2-310-1312)
Simplification : (8,o+B,,) =Bay(1+ 85 B+2+By B

Factorisation : (510+/312)2=5§2-(1+B,2-Bm)2

= V01+V12
1+ VOI'Vlz/Cz

i801+i812

On obtient finalement LA formule d'addition des vitesses : B ,=——— o Vi
1+B4°B1,

Vous pouvez vérifier que la vitesse Vi, ne dépassera jamais la vitesse de la lumiére c.

Vérifiez également que si Vip ou Vi, égale ¢, alors forcément Vi, est aussi égale a c.

1 = Byt By _ 148y Bia=Bo— By _ (1_501)'<1_B12) _ t
—Bp = 1- = - - = 0
1+ Boi- Bia 1+Boi- Bz 1+ Boi- Bia +
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Les transformations de Lorentz

Dans un référentiel S, chaque événement peut tre localisé par :
° trois coordonnées X, Y, Z d'espace et
°une coordonnée 7' de temps.

Dans un référentiel S’, chaque événement peut étre localisé par :
° trois autres coordonnées X', ¥’, Z' d'espace et
° une autre coordonnée 7'’ de temps.

Limitons nous au cas ou le référentiel S’ se déplace dans le sens +x selon S,
donc le référentiel S se déplace dans le sens —x’ selon §’. § et S’ confondus au temps 7=T7"=0.

Dessin selon § Dessin selon S’
y'ty S y'ty S
T=0 S’ x S’ x T'=0
x'/ ’ x'
Y S y 4 I_} __’ Yy S y'
r>0 x S - :LJC S’ T'>0
) x' x'
Question :

Connaissant les coordonnées de I'événement dans un référentiel, quelles sont ses coordonnées dans
l'autre référenticl ? Un exemple d'événement est dessiné en fin de page.

Réponse : se sont les Transformations de Lorentz. B=K Y= \/% B= 1_%
X'=y[ X-BET) X=yO X'+ BT ¢ A Y
cT'=y cT- LK) cT=yd T+ BIX") 1

'=Y et Z'=Z y-(1-8%)=—

y

Il peut étre utile d'étre plus précis.
Considérons un point m dans le réf. S, de coordonnées : ( Xyxa ; Yiuxa ; Znxa ) lorsque " m croise a".
Considérons un point a dans le réf. S’, de coordonnées : ( X'uwm ; ¥Y'wxm ; Z'axm ) lorsque " a croise m ".
Selon le référentiel § I'événement " m croise a " alieu au temps 7.
Selon le référentiel S’ I'événement " a croise m " alieu au temps 7T’ux .
" xa " signifie "m croise a"
" am " signifie "a croise m ", qui est identique a I'événement : " m croise a .
Avec cette notation plus lourde, mais plus précise, les Transformations de Lorentz s'écrivent :
X' oxm = y[( Xonxa — ﬁ LET xa ) Xonxa = y[( X'om + ﬂ LT oo )
Tl o = yl:( Cluxa — B (X xa ) cToxa = V[( T o + ﬁ X wxom )
Y'ion=Ywa € Z'ow="Zwa

Remarque :
Il est ambigiie de parler du temps 7', en b lors de 1'événement " m croise a ", car I'événement

"m croise a" n'apas lieu au méme instant que 1'événement " p croise b " dans les deux référentiels.
11 faut indiquer le référentiel d'observation pour pouvoir dire a quel instant 1'événement a lieu.

Autrement dit, méme si  Tyxa. = Tpxs, 1l se peut que T'uxn Z T'oxy.

Dessin selon le référentiel S. Dessin selon le référentiel S”.
m P q m p z
s O ® |
a b = a b 7
S'" —o +V I O +V
"m croise a" et "p croise b " "a croise m" et "b croise p" ne sont pas simultanés !

sont simultanés.
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Montrons les transformations de Lorentz a partir de la contraction des longueurs et de dessins.

Dessin vu depuis la Terre S. Vu depuis la Fusée S’
0 X/
X m 0 y m
Ox0O' So ) ! V- SO,—'
< 0'X"ya |14 5 0O X a
9 x m gO Xy m
/Q'X Y a 0" X' a
(O mm—
S' S'
X est une longueur propre dans § X' est une longueur propre dans S"’.
T estle temps dans § entre T’ estle temps dans S’ entre
Ox0O'" et mXxa. OxO'" et mxa.

Aucun des deux temps 7 et 7' n'est propre.
Les dessins montrent que :
Xy=X-yvuar Xy=X"+T'[V

Donc | X'=y[d{ X-BLT)| et | X=yd X'+LLT")

En substituant la 2™ égalité dans la premiére, on obtient : X'= ) [X'+ y (BT’ - y[B kT
D'ot on en déduit : |[cT= y cT'+ LX)

En substituant la 1 égalité dans la deuxiéme, on obtient : X =)} X — y (B kT + y[B T’
D'ou on en déduit ;| ¢T'=y{ cT - LX)

On vient de démontrer les formules des transformations de Lorentz, a partir de la contraction des
longueurs et de dessins précis fait dans chacun des deux référentiels.

1 1
Onautilisé: B = —'(1——2).
Y

Cone de lumicre x=-ct ct

Considérons un événement E en un endroit de I'espace, a un . x=ct

instant donné. Pour cet événement, l'espace-temps se subdivise . futpr ’

en 3 régions. )

° Le passé, correspondant a toutes les coordonnées ailleurs X

. o ailleurs
(x;y;z;t)ayant puinfluencer I'événement ;

Le futur correspondant a toutes les coordonnées
(x;y;z;t)pouvant étre influencé par I'événement.

L'ailleurs, n'ayant aucun lien de cause a effet avec

I'événement. Aucun événement de coordonnées (x;y;z;¢)

de l'ailleurs n'a pu influencer ou ne sera influencé par I'événement E.

o

o
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Addition des vitesses en x, y et z.

On a d¢ja obtenu la formule d'addition des vitesse dans la direction x du sens de déplacement d'un
référentiel S’ relativement a un référentiel S.

A partir des transformations de Lorentz, la formule d'addition des vitesses est beaucoup plus simple a

obtenir, dans les trois directions x, y et z.

Admettons que le point m de S et le point @ de S’ se déplacent de maniére a étre superposés.
m se déplace a vitesse V., dans la direction x dans S. V.=V, delapageS8.

m se déplace a vitesse V), dans la direction y dans S.

m se déplace a vitesse V. dans la direction z dans S.

a se déplace a vitesse V', dans la direction x dans S". V =V, delapages8.

a se déplace a vitesse V', dans la direction y dans S".

a se déplace a vitesse V', dans la direction z dans S".

S’ se déplace a vitesse V, =B-c relativementa §. La méme que celle de la page 8.

Donc
CAX _y(AX'4B-¢AT")_ AX'IAT'+V, VA4V,
AT y(AT'+BAX'Ic) 14B-c-(AX'IAT')* 14V VI
vV = V;+Vo1 V' = Vi=Va
On retrouve bien :| * . V -V, |delapage8. On vérifieque:| * l_VX-VO1
+ 2 2
En y, on obtient :
pAY AY’ _ AY'IAT' _rol=vale s
= = = = - \Y = -
"UAT y(AT'+B-AX'Ie) y(14B-c(AX'TAT)C) 14V -Vic y c
, Ve , Ve,
Ontrouve :| V' =—————| en z cestsimilaire :| V' =
ViV o VeV
l1+—— 1+——
c c
Classiquement, on aurait : V =V +V, ; V,= V; et ¥_=V_, quisont les cas limites des

expressions ci-dessus, lorsque ¢ est considéré comme infiniment grand.

Les formules ci-dessus ont ceci d'étonnant, que les vitesses en y et en z dans le référentiel S,
dépendent de la vitesse en x dans le référentiel S’

On peut laisser comme exercice de mathématiques la vérification de la cohérence des formules ci-dessus, lorsqu'on effectue

deux changements de référentiels de suite .§ — S’ - S
Exprimer V' en fonction de V, puis V" en fonction de V' permet de trouver V" en fonction de V.
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Le paradoxe de la fusée du points de vue de leurs battements de cceurs

Reprenons le paradoxe des jumeaux et analysons-le en comptant le nombre de battements de ceeurs de
chaque jumeau. Un jumeau reste sur Terre, pendant que l'autre part dans une Fusée jusqu'a une étoile,
pour revenir ensuite.

Pour simplifier, imaginons que le battement de coeur de chaque jumeau soit régulier, que l'intervalle de
temps propre de chaque battement égale dr et qu'il émettent un rayon lumineux en direction de l'autre
jumeau, a chaque battement. Notons V la vitesse relative entre la Terre et la Fusée.

Vu de la Terre, la distance parcourue a I'aller vaut L et le temps pris vaut T=L/ V.

Du point de vu de la Fusée.
L T
Durant l'aller, la distance parcourue vaut — et la Fusée s'éloigne durant un temps 7 '=—
Y Y
Selon la Fusée, le temps entre deux pulsation du jumeau de la Terre vaut y-d¢.
Puisque la Fusée s'¢loigne de la Terre, 'intervalle de temps entre la réception de deux pulsations est de
V-y-dt

y-dt+7 . Apres simplification, ce temps s'écrit : y-(1+p)-dt .

) T
Il recoit ces battements durant un temps — .
y

Tly
Donc durant 1'aller, le nombre de battements regu de la Terre par la Fusée vaut : N ;= (+p)dr
y . .

. L T
Durant le retour, la distance parcourue vaut — et la Fusée se rapproche durant un temps 7 '=—.
Y Y

Selon la Fusée, le temps entre deux pulsation du jumeau de la Terre vaut y-dr.
Puisque la Fusée se rapproche de la Terre, l'intervalle de temps entre la réception de deux pulsations
V-y-dt

estde: y-dt— Apres simplification, ce temps s'écrit : y-(1—p)-dr .

T
Il regoit ces battements durant un temps — .
y

Tly
y-(1=p)-dt "

Donc durant le retour, le nombre de battements regu de la Terre par la Fusée vaut : N ,,=

Au total, la Fusée a regu de la Terre un nombre de battements égale a :

Tly Tly T 1 1 T 2 2-T
+ = 3 . + = 5 . 2=
y-(1+B)-dt y-(1-B)dt ydt \1+B 1-B| y~dt\1-p8 dt

N g +Np=

Du point de vu de la Terre, elle a émis des battements durant un temps 2 [I" a intervalle df, donc

. . 2-T
elle trouve aussi qu'elle a émis un nombre de battements égale a -
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Du point de vu de 1a Terre.

Durant I'aller, la distance parcourue vaut L et la Fusée s'éloigne durant untemps T=L/ V.

Le temps entre deux pulsation du jumeau de la Fusée : y-dfr .

Puisque la Fusée s'¢loigne de la Terre, l'intervalle de temps entre la réception de deux pulsations est de
V-y-dt

y-dt—i—T . Apres simplification, ce temps s'écrit : y-(1+8)-dt .

) L L . . L\ .
Il regoit ces battements durant un temps 7' +; . Le terme ” vient du fait que la derniere pulsation

émise par la Fusée a été émise a une distance L de la Terre et donc qu'elle prend encore un temps L/c
pour parvenir a la Terre.
Donc durant l'aller, le nombre de battements regu de la Fusée par la Terre vaut :
T+Llc _ T+BT _ T
y-(14+B)dt y-(1+B)-dt y-dt-

TI

L
T+=
C

=T—£ .

Durant le retour, la Terre regois ces battements durant un temps 2-7— -

Durant le retour, le temps entre deux pulsation du jumeau de la Fusée vaut aussi : y-dr.

Puisque la Fusée se rapproche de la Terre, I'intervalle de temps entre la réception de deux pulsations
est de : y-dt—Lcht . Aprés simplification, ce temps s'écrit : y-(1—p)-dt .

Donc durant le retour, le nombre de battements recu de la Fusée par la Terre vaut :
T'—Llc _ T—-BT _ T

Ty (1=B)dt y-(1-B)dt y-di

T2

2-T
Au total, la Terre a regu de la Fusée un nombre de battements égalea: N+ N TFW .
: . - 2T .
Du point de vu de la Fusée, elle a émis des battements durant un temps —— a intervalle dt, donc
y
. . , . 2T
elle trouve aussi qu'elle a émis un nombre de battements égale a ﬁ .

Conclusion :
Chaque jumeau observe les mémes résultats. Le nombre de battements de coeurs de celui qui a voyagé
dans la Fusée est plus petit que le nombre de battements de celui qui est resté sur Terre. Le nombre de

battements de cceurs du jumeau de la Terre vaut y fois le nombre de battements de cceurs du jumeau
de la Fusée !
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Dynamique relativiste, la quantité de mouvement et la force

Les grandeurs fondamentales de la dynamique classique qui sont la quantité de mouvement, la force et
I'énergie ont leur équivalent en relativité, mais leur définitions changent 1égerement.

En relativité, la quantité de mouvement est définie par :

L'argument qui suit n'est pas une démonstration, mais montre dans un cas particulier que cette
définition généralise celle classique. Seule I'expérience a pu vérifier que la quantité de mouvement
totale, telle que définie ci-dessus, est conservée lors de collisions.

Considérons une collision ¢€lastique rasante et symétrique entre deux particules identiques de masse m.

Collision vue d'un référentiel S. Collision vue d'un référentiel S'.
y

\Q)a%ant\ (1) apres O aprésﬂ(l) avant
a -
(2) avant (2) apres © QW W

La conservation de la quantité de mouvement totale selon I'axe y s'écrit dans S :
Pravant — P avant'Sin(9> = _pZaprés+ P aprés'Sin(Q)

Comme pour chaque particule, le choc est symétrique, ona: P, avant = Piapres> i=152.

La conservation ci-dessus s'écrit donc : p, = p,-sin(0)

D'autre part, on fait I'nypothése que I'angle 6 est suffisamment faible pour qu'on puisse considérer que

P, lestaussi. Donc p, n'estpas relativiste, mais classique et donc : p,=m-V,
En conséquence : m-V, = p,;-sin(0) (1). @ est trés petit, mais non connu.

1l s'agit maintenant d'exprimer P, qui est relativiste.

Etudions la collision selon le référentiel S’, qui se déplace a vitesse V = |V, | =V -cos(0) dans le
sens +x selon S§.
Puisque 6 est trés petit, cos(0)~1 etdonc V =[V[=V,. Onaaussi |V, |=V=sin(0).

Notons ¥, la vitesse de la particule 1 dans le référentiel S".
Par symétrie, ona: V, =V, =V |. (2)

Par la formule d'addition des vitesses selon l'axe y, ona (avec V =V [=V):

ly|\/1—V/c |V1 1=Vl V,-sin(0)

v = 11—V, VI -V, -V, Jl_V/

Y1'V1'Sin(9)-

En comparant avec (1) on obtient I'égalité : p,-sin(0)=m-V,=m-y,-V -sin(0),

cequidonne:| p,=my,;V,

Le développement ci-dessus suggere fortement que la quantité de mouvement relativiste doit étre

définie par | p = m-y- V| Les expériences confirment le bienfondé de cette définition.
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La force en relativité.

En mécanique classique, les trois définitions de force suivantes sont équivalentes :

. . o= _dD o _d(myTF .
Frév =m-a 5 Fréx = p 5 Frés = ( zy ) . ( ClaSSIquement y:l )
‘ dt d’t
En relativité, ces trois définitions sont différentes.
Puisque la quantité de mouvement totale est conservée durant une collision, la définition la plus

g =4p

naturelle est : | F,, = d1

. Cest celle qui est généralement adoptée par les physiciens.

Premiére conséquence : la force F n'est plus paralléle a I'accélération a .

z d(y'V)=m'(dy'I7+ _dV) dy

,  — . — | = _I7+ .._>
e = T ar Y g )T Y

Si la vitesse n'est pas constante, le premier terme n'est pas nul. Si, de plus, la vitesse est dans une
direction différente de 'accélération, la force sera aussi dans une direction différente de I'accélération.

Deuxieme conséquence : la force F' n'est plus indépendante du référentiel.

Si on se limite a une dimension, alors la force est indépendante du référentiel, mais ce n'est pas vrai de
manicre générale.

Les deux conséquences ci-dessus rendent la notion de force moins intéressante en relativité qu'elle ne
l'est en mécanique classique. De plus le frottement n'est pratiquement jamais traité en relativité, donc
les deux grandeurs fondamentales de la dynamique relativiste sont la quantité de mouvement et
I'énergie.
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Dynamique relativiste, 1'énergie

Comme en mécanique classique, on peut définir le travail de la force résultante, pour arriver a la notion
d'énergie cinétique. Mais en relativité, on arrive également a une notion plus générale d'énergie et en

particulier a la fameuse formule :  F = 7- cz

Tout ce qui suit peut étre fait vectoriellement, mais nous allons simplifier en restant en une dimension
1

eten utilisant: B=V/c et y=1/V1—32=(1—52)7

Pour la suite les deux résultats intermédiaires suivants sont nécessaires.

1) Montrons que : ay - Y B dB.

dt
3
, . dy 1 2\ 2 dp ;3 ,dp
Ce n'est qu'un calcul de dérivée. =<4 =_—.[1— (=2-B) ===y’ B-—=
q =B 2 =y e
2) Montrons que : y-%-ﬁ (1 B)d—y

C'est une conséquence directe de la formule n® 1, car — =1— B
Y

Calculons le travail pour allerde 7, a rjp.

r'p r/]d rgd 'm.c.B Ip d dB
WAB=fFrés.dﬂfﬁ.dmf%.dr:m.c.f(7?& dt) ,

"4

WAB=m-c-f(‘;—3t/-3+y %)—dr f( dﬁ)cﬁdt

t

ty
WAB=m-c2-f(dy ‘B +(1 B ) ) dt par la formule n° 2 ci-dessus.
t.

W, =m-c- —t~dt . L'intégrale de la dérivée donne le résultat immédiat :

_ 2 2
Wyp=mc yg—mcy,

1
Interprétons ce résultat pour de faibles vitesses, f<1, donc y~I1+ 5‘32

1 1 1 1
W, =m-c" 1+E-B§)—m ¢’ 1+5-Bj) = E-m-cz-ﬁé—z-m-cz-ﬁj
_1 2 2 . SRS
W= E-m-V sy V"4 qui est la variation d'énergie cinétique.

En relativité, on définit 1'énergie cinétique par : | £, = m-cz«(y - 1) et

I'énergie totale d'une particule est définie par: | E = m-c*-y

L'exercice 4.2 de la série 1 de relativité montre que 1'énergie totale est conservée lors d'un choc.
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Ce résultat suggére que m-c¢”> représente une énergie.

Nous allons montrer dans I'exemple qui suit, que la masse peut effectivement se transformer en énergie
cinétique.

Dans un référentiel S, prenons deux corps immobiles, de masses identiques, reli€s entre eux par un
ressort contracté.

Notons M la masse de I'ensemble avant &jection.

Laissons le ressort se détendre, pour éjecter les deux masses. Notons m leur masse aprés &jection.
Classiquement, on a M =2 [in. Nous allons voir que la masse n'est plus conservée en relativité.

Vu depuis le référentiel S. Vu depuis le référentiel S' allant a vitesse u-c relativement a S§.
Avant l'¢jection : V=V ,=0 Avant 1'éjection : V;= V’2=u-c
ulk
-WW_ g

Apres 1'éjection Apres 1'éjection

Ymo oM Cm omc-

Dans le référentiel S :
Chaque masse part avec la méme vitesse B-c¢ dans des sens opposés.

1
Les quantité de mouvement des deux corpssont: p,=p,=my-f ou Y= ¥Yx =Y = W

Dans le référentiel S’ :

Il se délace a la vitesse u-c vers la gauche, relativement a §.
) . o M-c-u
La conservation de la quantité de mouvement s'écrit : —\/17 Plf+ sz , "¢" pour" final ".
—u
L'exercice 3 de la série I nous indique comment écrire cette conservation en fonction des

quantité¢ de mouvement P et P, des deux corps dans le référentiel S.
Pis m-y-cu ' P m Yo CUu

= — etp:
= V14 = i

Donc la conservation de la quantité¢ de mouvement dans S’ s'écrit :

Mcu_ P/ my-<cu._ P;/ m-y-c-u

/M— \/lu/% V1—u?

Aprées une premiere simplification : M-c-u = m-y-ccu+m-y-c-u

. o . 2-m
Aprés une deuxiéme simplification : M =—W

La masse M de l'ensemble des deux corps reliés par le ressort avant éjection et supérieure a la
somme des masses 2/h des corps apres éjection !

Cette différence de masse correspond a I'énergie stockée dans le ressort comprimeé !

Dans le référentiel S, I'énergie totale est bien conservée : E =M -¢’= \/1 —==E e

Dans le référentiel S', on vérifie que 1'énergie totale aussi conservée.

Bru | _ (1=p)(1-1)
1+B-u (1+Bu)?

Pour cette vérification, la relation suivante est utile : 1—(
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Le paradoxe de la fusée qui rapetisse pour passer a travers un trou

Voici un argument soutenu par certaines personnes désirant montrer que la théorie de la relativité est
fausse :

Une Fusée se déplacant tres rapidement dans une direction x, et lentement dans la direction y, verra
sa longueur diminuée suffisamment pour traverser un trou, qui du point de vue de la Fusée est plus
petit que la longueur de la Fusée. Le dessin suivant aide a comprendre 1'argument.

La Fusée est représentée par un rectangle.

Vu de la Terre : 7 Vu de la Fusée
— trou — - om0V —
— -~ V

Fusée Fusée

Selon la Terre, la Fusée passera a travers le trou.
Selon la Fusée, elle ne passera pas a travers le trou.
Ou est I'erreur dans I'argument ci-dessus ?

L'erreur vient du faite que la contraction des longueur se fait dans la direction de déplacement et non
dans une direction choisie arbitrairement. Les dessins ci-dessus ne sont pas corrects si la Fusée se
déplace également vers le haut. Voici des dessins corrects.

Vu de la Terre : Vu de la Fusée -

—— - (TOU — %4 — 3 TOU  ~—
-V

Fusée

Selon la Terre, la Fusée est déformée par contraction dans la direction de déplacement, mais cela ne lui
permettra pas de passer a travers le trou. La longueur perpendiculairement au déplacement reste
inchangée.

Selon la Fusée, le trou est déformé par contraction dans la direction de déplacement, mais elle ne
passera pas a travers le trou. La taille du trou, perpendiculairement au déplacement reste inchangg.



