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Appendice I : calculs d'aires par limite de sommation

Le but de ce qui suit est de calculer l'aire comprise entre 1'axe des abscisses, 'axe des ordonnées, la
droite verticale d'équation x =b et la courbe de f(x) =x% avec d un entier positif.

Notons A4(b) cette aire.
b

Avec la notation des intégrales : 4,(b) = I x? dx.
0
Découpons l'intervalle [0 ; b] en n intervalles 10

<

de méme largeur : / = b . exemple avecb=3 et n==6

n

A,B)=Tim[h- f(R)+h- fQ2-h)+..th- f(n-h)] 5
Donc
4,(b) = lim h'[hd+(2'h)d+...+(n.h)d]

& 4,(b)=lim h*"-[1+27+. +n']

o
N
N

d+1
= Ad(b):lim(éj -[1+2d+...+n”’}

-0\ n

< A,(b)=b""lim 1427+

d+1
7’l+

Pour calculer cette limite, il est utile de savoir exprimer la somme 1+2% +...+#¢ plus simplement en

fonction de n. Nous allons montrer ci-dessous que :
d+l1

142/ +..+n' = 1+p01yn6me en n de degré <n

Avec ce résultat, on obtient :

. 1 d+l1
A,(b) =" lim —— ~[ﬁ+ad ' +a, 0" +...+a0}

n—>0 n

. 1 a « a b
A,(b)=b""lim | ——+ L+ g 40 =
oo L d+1l n n n d+1
tend vers 0 quand n — ©
bd+1

Conclusion : L'aire cherchée est : |4,(b) = , pour d entier > 0.

d+1
Pour d =0, cela correspond a l'aire d'un rectangle de largeur b et de hauteur 1.
Pour d =1, cela correspond a l'aire d'un triangle rectangle de base b et de hauteur 1.

d+1
1

Remarquez que la dérivée de la fonction x — égale x*,

d+1
1 + polyndme en n de degré <d

: n
A la page suivante, on montre que : 1+2¢ +...+n’ =
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Le but de ce qui suit est de trouver une formule pour calculer des sommes de puissances d'entiers
consécutifs.

Notons : S,(n)=1/+2%+..+n’, pour d entier > 0.
Ona: Sy(n)=1"+2"+..+n" =1+1+..+1=n
n fois
Ona: S(n)=1+2"+..4n =1+2+...+n
I1 existe plusieurs astuces pour calculer Si(n). En voici une, pas la plus simple, mais qui se généralise
pour calculer S (n) avec d entier > 0.
S,(n+1)=S,(n)=1+2°+...+n° +(n+1)’ —[12 +2% 4.+ nz] =(n+1)
Exprimons cette différence d'une autre maniere :
S,(n+1)=S,(m) =P+ 1+’ + 2+1) + B+’ 4.+ (n+1) =[P+ 27+ .+’ |

—1? +I,/+2.1+12)+gz’f+2.2+12)+%+2~3+12)+...+(;/+2-n+12)—@1/+;/+...+/]

=14+2-1+17+2-2+1*+2-3+1° +...+2-n+1° on a simplifié
=1+1+...+1+2~[1+2+3+...+n] on a regroupé les termes et mis 2 en évidence.
S

n+1 fois

=5/ (n)
Donc n+1+2-8,(n)=(n+1)
(n+1)°—(n+1) _(n+1)-n
2

On en déduit que : §,(n) = , formule assez connue.

Répétons cette méme idée pour calculer S»(n).
S,(n+1)=8,(n)="+2°+..+n’ +(n+1)’ —[13 +2° +...+n3} =(n+1)
Exprimons cette différence d'une autre maniere :

S+ D) =Sy (m) =T +(1+1)’ + 2+ + G+ 1) +..+ (n+1)’ =[P+ 2+ +7’ |

=P +/((1/+3-12+3~1+1)+(Z{+3-22+3-2+1)+(2/+3-32+3~3+1)+...+(//+3~n2+3-n+1)

—[/1/+f+...+/q

=1 +3-1°4+3-141 +3-2°+3-2+1 +3-3°+3-3+1 +3-n*+3-n+1 onasimplifié

=1+14..+14+3:[ P +2°+3° +_.+n’ |+3-[1+2+3+...+n] regroupement + mises en évidence.
%f—/

+1 fois
o =S, (n) =5,(n)

Donc n+143-8,(1)+3-8,(n) = (n+1)
3 (n+1)-n
(n+1) ~(n+)=3-5,(n) V- +D=37
3 3
n-(n+1)-2n+1)
6

On en déduit que : S,(n) =

Apres simplification, on obtient : S, (n) =

Remarquez que S, (n) =§-n3 + polyndme de degré 2 en n.

En répétant la méme idée, on obtient :
n+1+4-S,(n)+6-S,(n)+4-8,(n)=(n+1)*, les coefficients binomiaux apparaissent.

n+1+5-8,(n)+10-S,(n)+10-S,(n)+5-S,(n) = (n+1)°, les coefficients binomiaux apparaissent.

n+1+(d+1)-S,(n)+..+(d +1)-S,(n) = (n+1)"*", les coefficients binomiaux apparaissent.

Les seuls termes qui sont puissance de d + 1, sont Sy(n) et (n+ .

d+1

Donc §,(n) :ﬁ-n + polyndme de degré d en n. CQFD
+

I1'y a du travail, mais le résultat est intéressant.
Dans l'appendice suivant, nous montrons une autre maniere de calculer des aires.
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Appendice II : calculs d'aires par différence d'aires connues
Le but de ce qui suit est de calculer l'aire comprise entre 1'axe des abscisses, 1'axe des ordonnées, la

droite verticale d'équation x =5 et la courbe de f(x) = Jx.
Notons Ay s(b) cette aire.

X

b
Avec la notation des intégrales : 4, (b) = j\/; dx . Y ;
0 x

Il
<

L'aire hachurée est 1'aire sous la parabole SRy
14 ; — 12 ; \/_ \/3 _/
d'équation x =y”, y variant entre 0 et /b . 5
3
(vp) ]

Donc l'aire hachurée égale :

L'aire grise égale l'aire cherchée. .

Elle vaut l'aire du rectangle de base b etde . . . . '
hauteur \/E , moins l'aire hachurée. 0 5 b

b \/_ 3 3 \/_ ’ 3 3 3
AO’S(b):.([\/;dxzb-x/g—@=<x/g) —(Tb):g (\/E) . Rappelons que : (\/E) =b2.

3 3
Remarquez que la dérivée de la fonction x > %(\/; ) =§-x2 ¢gale Jx.

En utilisant la méme méthode, pouvez-vous montrer que :

b 4
Avec la notation des intégrales : Ii/; dx = % . (Q/Z )4 . Rappelons que : (Q/B )4 =b3.
0

1 X

10
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Appendice III : calcul d'aire par limite de sommation non équidistante.

Le but de ce qui suit est de calculer l'aire comprise entre 1'axe des abscisses, la droite verticale
d'équation x = 1, la droite verticale d'équation x =4 et la courbe de f(x) =x%, avec d un nombre
réel = —1.

Notons A4(b) cette aire.
b

Avec la notation des intégrales : 4,(b) = j x dx.
1
L'idée principale est de découper l'intervalle [1 ; b] suivant une suite géométrique.

Préliminaire :
Multipliez : (1+x+x> +x +x* +...+x

n—1

) par (x— 1) pour vérifier que I'on obtient : x" — 1

n
g x'=1

. 2 3 4 f e
Donc, st x#1,0ona: I+x+x"+x +x +...+x" cette somme s'appelle sur série géométrique.

x—1
Pour calculer l'aire désirée, pour b # 1, posons: (pour b € ]0; 1[, la démarche reste valable )

n un grand nombre entier, o = % et x, = at k=0,1,2,..,n
Donc: x,=a’=1 et x,=a"=b.
Découpons selon des intervalles de largeur x,,, —x, =o' —a* =a" -(a-1)

a :4/3 tend vers 1 lorsque n tend vers l'infini, donc x;+; —x; tend vers 0 si n — oo.
Ona:

Ad(b) :li_r)g[(xl _xo)'f(x0)+(x2 _xl)'f(x1)+---+(xn _xn—l)'f(xn—l)]
=,{i51;[a°‘(a—l)-(a°)d+a‘-(a—l)'(al)dmz-(a—1)~(a2)d+...+a"-l-(a—1)-(a"-l)d}
d+1 a d+1+“.+(anl)d+1:|

~lim (a-1)- [
=lim (a-1)- [aﬂ(d+l)+a1(d+1)+ JpNCE 1)»(d+1)]

n—0
n—>0

=1lim (a-1)- (O{d ) ad+1) +...+(ad+1)nl:|

n—»0

ad+1 )”
=lim (a¢-1)- valable si a# 1, doncsi d#—1.
n—>0 a
— hm (a 1) ((ad+] )
n—»0 -1
~ lim — ((a ) )
n—w -1

. d+1
=| lim

n—0 a

b‘”1 la limite fait apparaitre I'inverse de la dérivéede y=x"" en x=1.

Si n tends vers l'infini, alors o tends vers 1 et la premicre limite égale 1/(d + 1).

b
. [ .d _ 1 d+l
Conclusion : Ad(b)—jx dx——d+1-(b —1) pour d#—1.

1
Ceci confirme les résultats des appendices précédents | Pour d =—1, regardez I'appendice suivant.

Remarquez que la dérivée de la fonction x —> ﬁ : (x”’“ - 1) ¢gale x4,
+
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Appendice 1V : calcul d'aire sous y = 1/x.

Le but de ce qui suit est de calculer l'aire comprise entre 1'axe des abscisses, la droite verticale

d'équation x = 1, la droite verticale d'équation x =b et la courbe de f(x) = 1 .
X
Notons A_;(b) cette aire.

b
Avec la notation des intégrales : 4 (b) = Jl dx .
X
1

L'idée principale est la méme que précédemment, c'est a dire de découper l'intervalle [1 ; b] suivant
une suite géométrique.

Pour calculer l'aire désirée, pour b # 1, posons: (pour b € ]0; 1[, la démarche reste valable )
n un grand nombre entier, o = 4/3 et x, = a* k=0,1,2,.. n.

Donc: x,=a’=1 et x,=a"=b.

Découpons selon des intervalles de largeur x,,, —x, =" —a" =a" - (a-1)

a :% tend vers 1 lorsque n tend vers l'infini, donc x;; — x; tend vers 0 si n — .
Ona:

A, (b)= }gg[(’ﬁ =x) - f(x)+ (5, —x)- f(x)+...+(x, _x,H)‘f(er)]

. 1 1 1 1
=hm{a°.(a—l)-—0+al (a-1)—+a’ (a-1)-—+..+a"" (a-1)- }
a a a a

n—»0 n-1

=lim (a-1)-n

=lim n-(&/b-1)
1

Pour calculer cette limite, posons x = —, qui tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini.
n

A,(b)= lirré l-(bx —1) clestladérivéede y=5" en x=0.
x>0 x

' 1

() =(e™®) =In(b)-e™™ qui vaut In(b) pour x=0.

Conclusion : |4 ,(b)=|—dx=1In(b)| Remarquez que la dérivée de : x > In(x) égale 1/ x.

——
==

En choisissant un découpage astucieux de l'intervalle d'intégration, on a pu calculer l'aire sous
n'importe quelle courbe de la forme y =x% avec d eR.

Montrons que |4 ,(b)=A ,(a-b)—A ,(a)|, qui est la propriété fondamentale des logarithmes.
b a-b
A_l(b):-[ldx et A—l(a'b)_A_l(Cl): jldx
x )%

1

A un découpage de [1;b] enpar xo ; X1 ; X2 ; X3 ; ...; Xn, correspond un découpage de [a ; a-b]
par a-xo , a-xy ; axy ; axz ; ..., dxXp.

) 1
L'aire du rectangle de base xgi1 —xx est (g1 —xx) - —.
X

L'aire du rectangle de base a-xy+1 — a-x; est (a-xpr1 — a-xi) - qui est la méme que précédemment.

a-x,

Donc les deux aires A4 (b) et A (a-b)—A (a) sontégales !!!
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Appendice V : calcul d'aire sous y = e”.

Le but de ce qui suit est de calculer l'aire comprise entre 1'axe des abscisses, la droite verticale
d'équation x = 0, la droite verticale d'équation x =5 et la courbe de f(x) =¢".

Notons E(b) cette aire.
b

Avec la notation des intégrales : E(b) = J-ex dx .
0

Pour calculer l'aire désirée, pour b # 0, posons: (pour b <0, la démarche reste valable )
N un grand nombre entier, A :% et x,=k-h k=0,1,2,...,N.

Donc: x,=0-h=0 et x,=N-h=b.

Découpons selon des intervalles de largeur 4.
Ona:

E(b) = ]lvig}o[(xl —xo) S (x)+(x, —x) f(x)+..+ (xy _xN—l)'f(xN—l)]

=lim[ /e +h-e” +h-e + . +h-e "]

N—x
“tim 1 () +(e) () rr ()]
im 2 h-e:_lzlim h.ef_l
N=eo e —1 Now o1 o U

My h b s 1 b B 1 b 3 1 b
~(lim 7)€ b=t € D= @@
-— lim lim
h =0 ] =0 h—0

Cette limite fait intervenir l'inverse de la dérivée de y — ¢ en x = 0.
La dérivée de " étant €', la limite vaut ¢’ = 1.

b
Conclusion : |E(b) = Ie" dx=e"-1
0

Remarquez que la dérivée de la fonction x> ¢' — 1 égale e
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Appendice VI : calcul d'aire sous y = In(x).

Le but de ce qui suit est de calculer l'aire comprise entre 1'axe des abscisses, la droite verticale
d'équation x =1, la droite verticale d'équation x =5 et la courbe de f(x) = In(x).
Notons L(b) cette aire. La méthode est similaire a celle de 1'appendice I1.

b
Avec la notation des intégrales : L(b) = Iln(x) dx.
1

L'aire hachurée est I'aire sous 3T1¥ ¥ =In(x)
l'exponentielle d'équation x =e”, y variant In(b) T x= e
entre 0 et In(b). 2 1

Donc selon 'appendice V, l'aire hachurée 1

égale: ™ —1=pH-1. 1 7

L'aire grise égale l'aire cherchée. i

Elle vaut l'aire du rectangle de base b etde 0 f . . . T . . . | x
hauteur In(b), moins l'aire hachurée. 0 5 b 10

L(b):j)-ln(x) dx=b-In(b)—(b—1)=b-(In(b)-1)+1.

I1 est bon de vérifier que pour b =1, 1'égalité est correcte.

b
Conclusion : Jln(x) dx=b-(In(b)-1)+1
1

Remarquez que la dérivée de la fonction x> x - (In(x) — 1) + 1 égale In(x).
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Appendice VII : calcul d'aire sous y = cos(x).

Le but de ce qui suit est de calculer 1'aire comprise entre 1'axe des abscisses, 'axe des ordonnées, la
droite verticale d'équation x = « et la courbe de f'(x) = cos(x).
Notons C(a) cette aire.

Avec la notation des intégrales : C(a) = jcos(x) dx .
0

Cette fois, il est compliqué de calculer directement I'intégrale cherchée.

N-1

Zcos(k -Ax)-Ax n'est pas simple a exprimer dans R. (En utilisant les nombres complexes C, la
k=0

somme se calcule facilement a I'aide de la formule de Moivre.)

Aidons-nous du cercle trigonométrique pour calculer une aire.
. a
Découpons un arc de cercle d'angle « en N arcs d'angles : Aa = v

Découpons des bandes presque trapézoidales comme ci-dessous.
Le k™™ trapéze a une grande base égale a cos(k-Aa), une petite base égale & cos((k + 1)-Aa), et une
hauteur essentiellement égale a 4 = Aa - cos(k-Aat).

A

sin(a) cos(a)

( \Aa, h=Aa-cos( )

ici = kAo
/ﬁa \%a ici

cos(k-Aa)+cos((k+1)-Ax)
2
Quand Aa est tres petit, cos((k+ 1)-Aa) = cos(k-Aa) et donc

L'aire du k™ trapéze vaut donc :

‘Aa-cos(k-Aa)

L'aire du ™ trapéze est presque égale a : Aa-cos’(k-Aa). Rappelons que : A = %
La somme des aires de ces trapezes s'exprime ainsi :
Aa - [cosz(O-Aoc) + cosz(l-A(x) + cos’(2-Aa) + ... + cos*(N — 1)-Aar)]

Cette aire est presque égale a 1'aire du secteur d'angle o plus 'aire du triangle de base cos(a) et de
hauteur sin(a). A la limite, il y a égalité.

. ) . 1 .
L'aire du secteur d'angle « vaut : % . L'aire du triangle vaut : 5~cos(a) -sin(@) .

Done ZFeost@)-sin(@) @ | o (0-gj+cos2 (l-ﬁj+cos2 (2-ﬁj+...+cos2 ((N—l)-ﬁl
N N N N

2 Now N

a +cos(a)-sin(@)
2

La limite est une intégrale. Cela signifie que : Jcosz (x)dx=
0

Ce n'est pas exactement 1'intégrale cherchée, mais c'est un résultat qui aidera.
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b
Pour calculer l'aire désirée : C(b) = jcos(x) dx , utilisons la relation : cos(x)=2-cos*(x/2)—1
0

C)= j'cos(x) dx = jlviilgo%~{Cos(0-%)+cos(b%}—cos(2-%)+...+cos((N—1)-%”

0

—1im £. 2-cos’ 0-i —1+2-cos’ .& —1+2-cos’ 2. % —1+..42-cos’ (N—l)‘i -1
Now N 2N 2N 2N 2N

—lim 2--%-.2. c052(O-ij—kcosz(l-ij+cosz(Z-ij+...+cos2((N—l)-ij Y
Now 2N 2N 2N 2N 2N N

(24 (24 . (24
—+COS| — |-SIn| —
42 M (2j

B 2

=2-cos (%j -sin (%) = sin(&)

Conclusion : J.cos(x) dx =sin(a)
0

24

Remarquez que la dérivée de la fonction x - sin(x) égale cos(x).

Avec ce résultat, il est facile de calculer : Jsin(x) dx, enutilisant sin(x) = cos(x — 1/2).
0

a a-m/2 a-m/2 —r/2

sin(x) dx = [cos(x—7/2)dx= | cos(x)dx=[ cos(x)dx— [ cos(x)dx
0 —-r/2 0 0

sin( — 7 /2)—sin(—z/2)=—cos(ax)+1

| o=

Conclusion : .[sin(x) dx =—cos(a)+1
0

Vérifiez que pour o =0, 1'égalité est correcte.

Remarquez que la dérivée de la fonction x — —cos(x) + 1 égale sin(x).

b
En suivant les méthodes des appendices II et VI, il est facile de calculer : I arccos(x) dx, ainsi que
0

b
jarcsin(x) dx .
0

arccos(x) dx = b-arccos(b) —1-b* +1

On trouve que :

et arcsin(x) dx = b-arcsin(b) ++/1-b> —1

O e, O | © ey




