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Le but de la théorie qui suit est de montrer comment résoudre numériquement une équation
différentielle v(¢) ' = £ (¢, ¥(¢)). avec condition initiale y(0) = y.

Pour simplifier, nous limiterons la théorie a I'équation : y(¢) ' =f ((¢)), y(0) =yo

Notons y(#) la solution exacte de notre équation différentielle.
T =un temps a atteindre
h = le pas d'intégration. On le note également At .
T . .
N = W le nombre de pas d'intégration. Donc
t=k-h =0 yt)=mp

La méthode d'Euler

. t.+h)—vyl(t
On sait que : e, ’1 y(t) ~y'(t)=f(y(t)).
On en déduit que : y(t,+h)~ y(t,) + f(y(t,))h
Définissons : | y, = ¥, + f (y,)h|
C'est 1a méthode d'Euler sur un pas.

[Nlustration graphique ce la méthode d'Euler :

A

Etudions sa précision :
Yi= .Y(to) Yy '(to)'h

Y<t0+h) = Y(to) ty '(to)'h+%'y ”(Ey)'hz ou §€ [to;to"'h]

Donc, la différence entre la méthode numérique et la solution exacte pour un pas vaut :

yi—y(t) =—%-y”(2)-h2

Sur un pas, I'erreur est proportionnelle au carré du pas : h*.

En supposant que y''(E) ne change pas trop a chaque pas, l'erreur en N pas sera proportionnelle a
N-*=N-h-h=T-h

Conclusion :
IL'erreur de la méthode numérique d'Euler sera proportionnellea 7- 4. |

Pour diminuer I'erreur de moiti¢, il faut diminuer le pas /4 de moitié, donc doubler le nombre N de pas !
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La méthode de Runge
h)—yl(t N
On sait que : ot Ii y(t) ~ y'(tk+g) = f(y(t,ﬁg)) est une meilleure approximation.

On en déduit que : y(tk+h) ~ y(tk) + f(y(tk+g))-h

) h
n'est pas connu. On l'approxime par : y(tk+§) ~ y,t f(yk)-—

2
k ) 2

Mais y

Définissons :
klzf(YO)

h
k,=f YO+k1'E)

Y1i=Yo+ kyh
C'est la méthode de Runge sur un pas.

[Nlustration graphique ce la méthode de Runge :

k, ~pentede y en f,+h/2

>

Etudions sa précision :

1 rr
Y1<to+h) = Y(t0> + y1'(t0)'h+§')/1 (t0>'h2+

1 ~ o~
E.y1"'<g>'h3 ou Ee[to;to"'h]

Y<to+h) = Y<t0> tYy ’<t0)'h+%'y ”(to)'h2+é'y”'<§)'h3 ou §€ [to;to"'h]

yilh) =y(t)+f yo+f(y0)'g)'h, donc y,'(to) =flyo| = y'(to)

Montrez qu'on a également : y,"'(t,) = y''(t,)
Donc, la différence entre la méthode numérique et la solution exacte pour un pas vaut :

yimy(t) =<y @)=y ()b

Sur un pas, I'erreur est proportionnelle au cube du pas : /.

En supposant que y'''(E) ne change pas trop & chaque pas, l'erreur en N pas sera proportionnelle &
N-W=N-h-h-h=T-h

Conclusion :
IL'erreur de la méthode numérique de Runge sera proportionnelle a 7- A>. |

Pour diminuer I'erreur de quatre fois, il faut diminuer le pas 4 de moitié, donc doubler le nombre N de
pas !
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Généralisations
En allant dans des méthodes plus sophistiquées, on peut s'arranger pour que l'erreur de la méthode

numérique soit proportionnelle a 7 - A° ou "p" est l'ordre de la méthode.

Quelques méthodes pratiques pour résoudre y(7) ' =f (¢, y()), y(0) =yo
La méthode de Runge d'ordre 2

klzf(to,YO)
h h
k,=f to"'E’ YO"'kl’E)

Yi= Yo+ kyh

La méthode de Runge d'ordre 3
k1:f(to,yo)
h h
k,=f to"'E;YO"'kl'E)
k3:f(to+h:}’0+k2'h)
k4:f(to+h:YO+k3'h)

1 2 1
Yi=Yot g'k1+§'k2+€'k4)'h

La méthode de Heun d'ordre 3

klzf(to, YO)
h h
k=f to"'§:)’0+k1'§
2h 2h
ky=f to"'?:)’o"'kf?)
Vv h
Y1_YO+(k1+3 k3)'z

La méthode de Runge-Kutta d'ordre 4
k,=f ( to,Yo )

k3:f
ky=fty+h, yo+ks-h)

V1= Yo+ |k #2:k, 42k, +k, |-

i~y

Une des meilleures méthode existante est la méthode de Dormand & Prince d'ordre 4 & 5.
Son étude dépasse le cadre de ce cours.
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