20.1.2023 Math-spline, définition, étude, construction et liens

page 1

Table des Matiéres.

INEEOAUCLION. ...ttt ettt et et e et et e et e e bt e et eeaneesaaeas 2
Mathématique de calcul de « fonction SPINE M........c.ccevveiiiiiiiiiiiniiiiiiee e 3
Changement de paramétrisation de la « fonction Spline »..........ccoecevevieeriieinieeinieeniieennn. 4
Cas de la « fonction spline » ayant les pentes aux bords définies.............ccccuveeeriiiieeniineeennnn. 5
Etude du cas ot un intervalle est de longueur nulle, premiére approche.............ccovveevereeeenan. 6
Question, la Math-spline est-elle dépendante du choix du référentiel ?.............ccceeeviiiieennnnnn. 7
UN PIEMICT TESUITIE :...iiiiuiiiieeeiiieeeeiiieeeeeiteeeeeiteeeestaeeessseeeeenssseeeasssseeessssseeesssseessassseeessnssees 10
Cas G1 ou on ne désire pas I’existence de la dérivée seconde............oeevvuvieeeniiiieiniiiieennnnes 11
Cas G1 et avec discontinuité d’une tangente...........c..eeeervreeeerireeeeniiieeeeniieeeerrieeeesneeeeeeeneees 12
Autre maniere d’aborder le calcul de la fonction spline, M; = dérivée seconde....................... 13
Etudions la situation lorsque les pentes aux bords SOnt fiXéS............coeveveveeeeeeveireeeereneens 15
Dans le cas ou les pentes sont données aux bords, voici la matrice a résoudre.............c......... 16
Etude du cas ot un intervalle est de longueur NUIE. ............o.oevevevieeeeeeeeeeeeeeeee e 17
Prenons le cas ou I’on ne désire par de continuité des dérivées en = fu.......cccocveervveervueenn.. 18
Cas de spline périodique, correspondantes a des courbes fermées. ...........cccceevviveeeniierennnne. 19
Cas de spline périodique, correspondantes a des courbes fermées, mais avec cassure............ 20
Liens avec d’autres courbes splines, décrite dans la vidéo « The continuity of Splines. »......21
Définition plus précise d’une B-spline et liens avec les Math-splines.........c.ccccevcveeenieenneeenn. 22
Détermination des deux points de contrdles V; et V., de la Math-spline

pour faire coincider les deux COuIbes. ........cooiriiiiiiiiiiiiie e 25
Ecriture sous forme matricielle du passage des Us aUX Vi ..ooovvuoeeeeeeeeeeeeieeeeeeeeeeeeeee s 27
Les B-SPIINES fRIMIEES. .....uviiieiiiiieeeiiiieiite ettt ettt et e ettt e e et e e et eeeeaeeeeennraeeas 29
Etude du cas générale, ou les temps de passages #; ne sont plus régulier..............cocoevveeen..... 30

Beaucoup de calculs ...
Résumé - résultat - conclusion des calculs précédents.........ccceeeeeeecessivnenericccsssssnnnrneccssees 41
Comment déterminer les deux points de contrdles Vj et Vyi de la Math-spline

pour faire coincider les deux courbes ?.........ooocviiiiiiiiiiiiiiiiieeieeeeiee e 42
Ecriture sous forme matricielle du passage des Us QUX Vi ..ooovveieeeeeeeeeeeeieeeeeeeeeeeeeee s 44
VETHFICATIONS 1...eiiiiiiiiiie ittt ettt s ettt e st e e st e e aeeeabeee e 45
Les B-splines fermées dans le cas de temps #; Non réQUliers..........cccuveeeeriiieeeriiieeeeniiieeeeeeens 49
Tableau de différents cas de comparaisons des B-splines et des Math-splines........................ 50
Annexe I, approximation de la dérivée seconde d’une fonction a partir de 3 points............... 51
Annexe II. Vérifications que la courbe obtenue par B-spline est

deux fois continliment différentiable............cccooviiiiiiiiiiiiiii e 52

tn
Annexe I1I, montrons que s(f) minimise : f (L (E)VE oo, 53
t



20.1.2023 Math-spline, définition, étude, construction et liens page 2

Introduction

Il y a quelques dizaines d’années, j’ai appris ce que sont les fonctions splines de degrés 3 et j’ai écrit
des programmes qui les utilisent pour faire passer une courbe par des points données dans un plan.
Jattends depuis longtemps que de telles courbes soient implémentées dans des logiciels tels
qu’Inkscape et FreeCAD.

J’ai vu fin décembre 2022 sur Youtube I’excellente vidéo de Freya Holmér qui se nomme :

« The continuity of Splines. »

C.f. : https://www.youtube.com/watch?v=jvPPXbo87ds

de Freya Holmér c.f. : https://www.youtube.com/@Acegikmo

Malheureusement, la courbe que je nommerai « Math-spline », basées sur les fonctions splines que je
décris par la suite et que j’ai implémenté dans la page Web suivante :

https://www.juggling.ch/gisin/bgweb/aprod2000_perso/spline _curve math.html
n’est pas décrite par Freya Homér ni utilisée dans les logiciels que je connais.

Voici quelques caractéristiques de cette courbe « Math-spline » :

° continu

° de tangentes variant de maniéres continues le long de la courbe

° de rayons de courbure variant de maniéres continues le long de la courbe, elle est G
° I’influence des points se fait pratiquement sur les 8 segments voisins du point

° est facile a calculer, rapidement

° peut facilement étre fermé

° peut avoir des points de brisures, donc ou la tangente varie de fagon discontinue.

° est invariante par rotation, symétrie et homothétie

Nous supposerons avoir une liste de n = nbPts points I7i =(x,;y,) dans le plan, pour i = 1.. nbPts
On désire faire passer une courbe « naturelle » par ces points. Pour cela on définira les intervalles
h, = distance entre V, et V,,, = ||[V,.,—V || etlestemps ¢,=t,_, + h, , avec t,=0 eton
déterminera deux « splines fonctions » déterminées par les données : (¢ ; x;) et (¢ ; y;), pour i = 1..
nbPts.

On verra deux maniéres de calculer ces « splines fonctions », comment les rendre périodique,
comment introduire des brisures dans la courbe et qu’elles sont invariantes par rotation, symétrie et
homothétie.

On verra également ce que sont les courbes générées par des « B-splines », comment les générer, dans
le cas ¢,=i et dans le cas général.

On montrera comment passer des B-splines au Math-splines et vice-versa.

On présentera plusieurs manicres de vérifier que si I’implémentation informatique des formules est
correcte.

Les calculs sont laissés explicitement dans ce document, pour les curieux.
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Mathématique de de calcul de « fonction spline »

Référence : http://www.unige.ch/~hairer/polycop.html
« Polycopies du cours "Analyse Numérique" (June 2005), Chapitre II. Interpolation et

Approximation » pages 46 a 52. ( http://www.unige.ch/~hairer/poly/chap2.pdf’)
C’est la premiere maniére que j’ai apprise, mais il en existe une autre que je préfere. Elle est décrite
plus loin en page 11 et c’est celle que j’utilise dans le programme.

Données :

(t;; y:), pour i = 1.. nbPts

Spline passant par les points, cubique par morceau, deux fois continiiment dérivable :
s(t,)=y,, pouri=1..nbPts

Yier = Vi _ Vini— Vi
Lin—L; - hi
Pouri=1.nbPts- 1, t€[t,..1,,]
U i) ) at,0) + (0 1)

i

hi =gt

1

0, = , pouri=1..nbPts - 1

Si<t) = )i +(t_ti)'5i +

Ou p; estlapente de lasplineen ¢=+¢.
Donc s '(tl.) = p;.
Donc S'i<ti) =p; et S'i(ti+l) =Pi1= S'i+l(ti+l> .

Vérifications :
Si<ti) =YV Si<ti+l) = Vin

Si<ti+€> =yte 51‘ * 6'(]/72hi)'{pi'<_hi)_éi'(_hi) + ()E}

i

s,(t+€) =y, + ep,, avec € négligeable, donc p; est bien lapenteen =1¢.

hi'(_ E)
h?

st — €)=y, —€p. , avec € négligeable, donc p;:;, est bien lapente en t=¢,.

Si(t €>: yi+(hi_€>'5i+ .{<").€+pi+l.(hi_ E)_(Si'(hi_ 6)}

ivl

Condition a remplir pour que la dérivée seconde soit continue :

2 2

S”i—l(ti>: 7 .{2pi+pi71_3.5i71} et S”i<ti):;.{3.5i_<pi+l +2pi)}
i1 i

)= 0]

2 2
Donc : ]’l_.ppi + pi71_3'5i71} = h_'{?).éi - (pi+l + 2pi)}
i—1 i

Il faut que :

- hi_yh;
Multiplions par et réarrangeons les termes :

hipi_y+ 2'(hi71 + hi)'pi +hi P = 3'(}11‘71'51‘ + hi'éifl)
Condition a remplir pour i =2.. nbPts - 1.

Pour des « Splines naturelles », ona: s’ "(t,)=s"" ,(t,)=0, donc

2p + py =36 ,0uaussi: 2hyp, +hyp,=3hyo, et

Po*2p, =306, ,,0uaussi: 2h, p, ,+h,p,=3"h,6,, hy et h, sontarbitraires non nuls.
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Systéme d’équation a résoudre pour obtenir la valeur des p; i=1..n
n =nombre de points = nbPts

2-h, hy 0 0 0 0 0
hy 2-h+2-h h, 0 0 0 0
0 hy  2-hy+2-h, h, 0 0 0
0 0 h, 2-h,+2-h, h 0 0
0 0 0 h 2-ho+2-h, h, 0
0 0 0 0 h . 2h +2-h . h_
0 0 0 0 0 h, 2-h

n =7 dans I’exemple de la matrice ci-dessus qui est une matrice nxn

ho = h” =1 > hi =gt 51‘ = Vi1 Vi = Vit ™ Vi
t‘+l_t‘ h.

1 1 1

q,= 3'(’]11"(51‘,1 + hi*l.éi) i=2.n-1

ql:3.h0.5l et qn:3.hn'5n71-

, pouri=1..nbPts - 1

2

n

P
4]
P;

°l Py

Ps
pn*l
Py

q,
q>
q;
9,
qs
4,1
q,

On a utilis¢ le cas de la spline « naturel », qui est défini par la caractéristique que sa dérivée seconde

aux bords est nulle.

Résolution :

hoy=1; h,=1 ( hy=o et h,= o0 serait naturel )
diag, = 2-h, ; diag,=2-h, ;

diag,= 2-h,+2-h,_, Si diag,=0  alors diag,=1 i=2..n-1
Ift.=h; i=0.n

. . . Ift; It
fori=2 to ndo diag, = diag. — —; dft, , and q,=q, — — q;
diag, , diag, ,
_ 4,
P diag,
—Ift, D .
fori=n-1downto 1do p;= M ona: Ilft,_, = right,
diag,

Changement de paramétrisation de la fonction spline.
Pouri=1.nbPts-1, t€[t,..t,,,] t=t+1h 1€[0..1]

Si<ti+ T'hi) =)yt T'<yi+1_yi> +
T'( T_lw(pi'hi_ yi+1+yi>'( T_1> + (pi+1'hi_yi+1+yi)' T}

strTh)=y+b T+ ci'Tz + di'T3
b,= p:-h

Ci = 3'(J/i+1_J/i) - (Pi+1 + 2'pi)'hi
d;,= (pm + pi)'hi - 2'(J/i+1_)/i)

ona: lft, ,=right, ,
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Cas de la « fonction spline » ayant les pentes aux bords définies
On suppose donné les pentes aux bords : p; =donné ; p, =donné,

2-h,+2-h, h, 0 0 0 0 P> q,
h, 2-h+2-h, h, 0 0 0 P q;
0 h, 2-h,+2-h, h, 0 0 || Ps|_]| 9
0 0 h 2-he+2-h, h, 0 2o || g
0 0 0 h, , 2:h, ¥2:h, 5 h,_, Pu-> 9,
0 0 0 0 h,_ 2:h, | P 9

n = 8 dans I’exemple de la matrice ci-dessus

q;= 3\ hd+ b8 i=3.n2

q, = 3'(h2'51 + hl'(sz) —hypy et q,1=3\h,_1"0,,+ hn72'(5n71) —h,_> p,

Pour une spline périodique, le plus simple est d’augmenter la matrice de 10 points, qui se confondent
avec les points pour donner une courbe fermée qui se recoupe, puis de calculer les p;, puis €liminer les
5 premiers et les 5 derniers.

Le cas de la spline périodique est repris plus loin, aprés avoir vu une autre approche du calcul de la
spline, qui facilitera la tache.
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Etude du cas ot un intervalle est de longueur nulle, premiére approche.
Plus loin apres avoir déterminé une autre manicres de calculer la « fonction spline », le cas ou
I’intervalle est de longueur nulle est retraité et est plus simple. Donc ce qui suit peut étre sauté.

Prenons le cas ou /1, = 0, dans ce cas la matrice devient :

2-h, h, 0 0 0 0 0 )2 q,
hy 2-hy+2-h, hy 0 0 0 )22 q,
0 h, 2-hy+2-h, h, 0 0 0 D5 q
0 0 0 2-hy;  h, 0 0 AR
0 0 0 hs  2-h 0 0 Ds qs
0 0 0 0 A,y 2:h, *2:h,, h,, Ps de
0 0 0 0 0 a2k lp g

qs=3-hy0, et qs=3-hs9,
Dans ce cas, les lignes 4 et 5 se raménent a un systeme de deux équations a deux inconnues :

2:py+ ps=3-9, et

Ps¥2-ps=3-0,
Vs V4

0

Si ¥4 = Vs, lavaleur de 9, est indéterminée.
En la posant égale 4 0 ( 6,=0 ), on a ’avantage que le segment allant de #, & #; reste constant et
qu’une brisure peut se faire en ce segment de longueur nulle et constant, confondu avec les points
Vo= Ds.

Solution: p,=p,=9,=

D’autre part, puisque les valeurs de p, et ps sont connues, la matrice se décompose en deux
matrices indépendantes. Cela ne sert pratiquement a rien, mais il fallait le remarquer.

Rappelons que :
s{trTh)=y,+ b T+ ci'Tz + di'T3
b,= p:h,

¢, = 3'(yi+1—yi) - (Pi+1 + 2'Pi)'hi
d;,= (pm + pi)'hi - 2'(y,-+1—yi)

Donc s,(¢t,+70) =y, +0-7+0-7 + 0-T = y, = constante
s''(1,) = '{2p4+p3_3'53} =0=> p3+2p, =30

’{3'55 - (Pé + 2p5)} =0=> 2ps+ ps =30

§‘|[\)w}‘|l\)

Sus(ts) =
5

On peut remplacer les lignes 4 et 5 par les lignes ci-dessus, pour modifier le systéme et avoir des
conditions naturelles aux bords. Ceci sera plus simple avec I’autre maniére de déterminer la « fonction
spline ».
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Question, la Math-spline est-elle dépendante du choix du référentiel ?

Autrement dit,

si on fait subir une transformation linéaire aux points définissant la Math-spline, puis on détermine la
Math-spline a partir de ces points ou

si on détermine la Math-spline a partir des points, puis on lui fait subir la méme transformation
linéaire,

obtient-on la méme courbe ?

Ce qui suit montre que OUI si la transformation est une rotation, une symétrie ou une homothétie.
Ceci a également été vérifié par programme.

x2 0
0 0
Il faudra imaginer deux cas, I’un ou la transformation est orthogonale, c’est-a-dire qu’elle préserve les
distances et le cas général.

Notons :

) la matrice 2x2 de transformation linéaire.

XN
. (17) =% Vi ; i 5 fini i
Notons : la matrice nx 2 des points définissant la Math-spline.
xn yn

Sx,(t)  Syi(z)

| = Sx(t)  Sylt)

Notons : (§ (1) la matrice (n-1) x 2 définissant la courbe de la Math-spline.

an—l(t) Syn—l(t)
(3‘ (t)) est une fonction F de ¢ etde (17) Elle sera développée plus loin.

Sxi(1) 8y ()
2x2 0): Sx,(t)  Syi(t)

—

Notons : (§ (t)) = (:S" (t))o la matrice (n-1) x 2 définissant la courbe

Sx’:71<t> Syanl<t>

de la Math-spline apres sa transformation linéaire.

X0
T _().[2x2 0 Xy

Notons : (V) = (V)O E)C 0) =" Y| la matrice nx2 des points définissant la Math-spline,
X, ¥,

aprés transformation linéaire.

— —~

La question est de savoir si (§ ( t)) est obtenu par la méme fonction F de ¢ et de (f/) ?
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Explicitons la fonction F .

S(¢)] = (4] + (B}t + [C|-2 + (D)
Xy Y1 e X AR
al=| 5 Vi [A)= N (7'1) est le vecteur obtenu a partir de la T.L. des points.
Koot Vnaa S
On a vu a la page précédente que : (2)_(2) 2)(;2 g),car (?)—(17) 232 g)
px;-h, pyih hy 0.0 O pxy by, pbxy Py,
B)=| P pyeh | _ (0 kO 0\ px DY\ diagle| PXi PV
px, vh, . py,.h,_, 0 0 0 &, \px,., py,, pPX,_y PV,
pxy  pyy qx, 4y,

PYo PVl _(H o P P oy |H 1] est la grande matrice  x n de la page 2.

px, Dy, qx, 49y,

qx, gy, X1 0
X . X .

q i qyl — (H 2] o i yl 01\1
qxn qyn xn yn

|H 2| est une matrice 7 x n définissant les valeurs des ¢; qui sont définis en page 2.

Elle ne dépend que des valeurs des /4;, qui sont soit indépendant des points, soit dépendant

uniquement des distances entre les points.

Conséquence :
X N

\B| = |H diag|o(H 1] "o[H 2diag | x y = H diaglo|H 1] "o H 2 diag | 4]

xn yn
et si (EJ) est le vecteur obtenu a partir de la T.L. des points, alors
def . X
= =|Hdiaglo|H1 " o|H2diag)o| ™ V1| = (4 o A
B \H diag)o|H1] | H 2 diag | 4]
X, Y,
— |H diag)o|H 1" o| H 2 diag)o| ] 232 8)= B)o 2’62 8)-

Donc on a la relation : (f?) = (1_? )O
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On peut faire de méme pour montrer que :
si (C] et (D] sontles vecteurs obtenus a partir des T.L. des points, alors

2x2 O) et (pl = Dl[**? O) If

(’\’5):(6)00 0 0 0

Ceci nous permet d’obtenir :
La transformation linéaire de la Math-spline :

2 2x2 0 - (2x2 0 2x2 0
S()l["57 =LA)O 0 o 5 o
(4 + (B 4 (c] 2+ (D] = [3()

est égale au Math-spline obtenue a partir des points qui ont subi la transformation linéaire.

—

+ [BJo t + [Cle

Ceci montre que si les matrices (H1| ; (H2| ; (Hdiag] ; ...

sont indépendantes des points, alors la courbe de la Math-spline est indépendante du choix du
référentiel, car faire subir une transformation linéaire aux points puis calculer la Math-spline ou
calculer la Math-spline puis lui faire subir la transformation linéaire revient au méme.

Dans le cas ou I’on choisit 4#;=1 pour tout i, on a bien I’indépendance aux points.

Dans le cas ou I’on choisit #4; = distance entre le point V; et le point V;+1, I’indépendance n’est vraie
que si la transformation linéaire est orthogonale, par exemple une rotation ou une symétrie.
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Un premier résume :

La courbe Math-spline définit par les calculs précédents est :

° continu

° de tangentes variant de maniere continue le long de la courbe

° de rayon de courbure variant de maniere continue le long de la courbe

° I’influence des points se fait pratiquement sur les 8 segments voisins du point

© est facile a calculer, rapidement

° peut facilement étre fermé

° peut avoir des points de brisures, donc ou la tangente varie de fagon discontinue.

Quelques justifications des affirmations ci-dessus.

Entre deux points, les coordonnées des points de la Math-spline sont donnés par un polyndme cubique,
donc entre deux points la courbe est parfaitement lisse, méme du point de vue mathématique.

Reste a voir que les affirmations sont correctes aux points de définition de la Math-spline.
La continuité est évidente, car la Math-spline passe par les points donnés.

La maniére de construire la courbe spline passe par la construction de deux fonctions deux fois
continliment différentiables, sX(t) et sY(t), qui définissent 1’équation paramétrique de la Math-spline.
(X5Y)=(sX(?); sY(?)) pour t variant de 0 & Z,p .

sY'(¢t)
sX '(¢)°
Lorsque le dénominateur est nul, la pente est simplement verticale.

Pente de la tangente en ¢ = qui varie continiiment.

3
[sX 7 (2) + sY 2(1))?
lsX "(2)-sY ""(t) + sX "' (t)-sY (1)
Lorsque le dénominateur est nul, le rayon de courbure est infini.
Il varie de maniére continue, car les deux coordonnées sont deux fois continiment dérivables.

Le rayon de courbure en ¢ = , qui varie continliment.
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Cas G' ou on ne désire pas ’existence de la dérivée seconde.

Pour simplifier, on peut ne pas désirer que la courbe soit deux fois continliment différentiable, mais
juste une fois continiment différentiable. Il faut juste choisir des valeurs raisonnables de p..

On désire que p; approxime « au mieux » la dérivée de la courbe en ¢,

to t

tﬂl

Soit f une fonction C?, donc deux fois continiment différentiable sur I’intervalle [ 2, ; 2]
tw <ty <t, donnés.
Avec: h,=1,—t, et h,=1t,—t,, positifs tous les deux.

Connaissant 1 (¢,) ; f(t,) et f(¢ p) , On aimerait approximer « au mieux » f "(t,) .

Ona:
Pl = Flt) + £ty + £ ()22 o Teltase,]

f(tm): f(to) - f'(to)'hm"'f”(fm)'_m ou Tme[tm:'to]

n,o o ahyf ()= Bh (7
O(+/J) _f <t0)+ 2(0("‘/3))

On peut penser que f ' (z,) et f''(7 ,,) sont proches, on n’a pas mieux, donc un choix qui me parait

m

raisonnable est: «="h, et f=1h,.

Donc on approxime J '(2,) par: h, h,

h +h

m p

Un choix moins bon, mais plus simple est : @ =14, et f=h, . qui
fe,) = f(1,)

t, —t

p m

approxime f '(z,) par
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Cas G' et avec discontinuité d’une tangente.

t 2

S’il y a une brisure en #, s; ne dépend que des points en #,, £, et t4, mais pas en .
S’il y a une brisure en #, s» ne dépend que des points en 4, 5, €t %5, mais pas en f.
(S’il y aune brisure en #;, s; ne dépend que des points en £, f#, et ts, mais pas en b.)

Dans le cas d’une brisure en ¢4 .

On voudrait avoir s'';(¢,) =0
1

E'S”3(t4) = +3-d, = h3~(p3+2 p,—3 53) ,donc :| p,

Ici on fait référence au p. de s, qui est différent du p, de sa.

— 38;,— p;
2

On voudrait avoir s'',(¢,) =0

— 38,— ps

1 " [
~-s""(t,)= ¢, = h(38,— p;—2p,|, donc :| p, 3

2
Ici on fait référence au p. de s4, qui est différent du p, de ss.

Dans le cas d’une brisure en #; .

On voudrait avoir s'';(¢;) =0

L, 30,7 p
E'S 4(t3)=c3=h3-(353—p4—2p3),donc: P3:%

Ici on fait référence au p; de s, qui est différent du p; de s..
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Autre maniére d’aborder le calcul de la fonction spline, M; = dérivée seconde.

Référence : « Introduction to numerical analysis » de J. Stoer et R. Bulirsch, Springer-Verlag 1983.
ISBN : 0-387-90420-4 New-York or 3-540-90420-4 Berlin Heidelberg.
Cette manicre a des avantages par rapport a celle vue dans les pages précédentes.

Données :
(t:; vi), pour i = 1.. nbPts

Spline passant par les points, cubique par morceau, deux fois continliment dérivable :
S(l‘i) = y;, pour i=1..nbPts

Yirrt™Vi _ Vini™ Wi
ti+1 _ti B hi

Pouri=1.. nbPts- 1, t€[¢,..1,,,]

(=t (=)
Sz(t) 6hl l+ 6/’11 i+1 h

1

hi =gt

1

0, = , pouri=1..nbPts - 1

(t_ti)
h,

1

+

y,——M,

6 1

+ (Zi+l_t).( h2
! 6

h2
yi+l__l'Mi+l)

Ou M, est la dérivée seconde de la splineen =+ .
Donc s''(t)=M,; et s ()= M. =s"" (1)
Donc la dérivée seconde de s(t) est continue, sous condition que la dérivée soit continue.

(£ —t) (t—¢) ~1 i, 1 h?
"t)=——L M+ M. A —|y——LM|+— |y ——L M,
S l( ) 2hl i 2hl i+1 hi yl 6 i hi yl+l 6 i+1
Aux bords :
h 1 h‘zfl 1 271 h_ YiT)Via
()= - — |y M | — |y M | =2 M M|+
s l*l( z) 2 i hi,I yl*l 6 i—1 hl;l i 6 i 6 ( i l*l) hl;l
h, 1 B 1 h h, Vo=V,
S l( 1) 2 i hi yl 6 i hi yl+l 6 i+l 6 ( i 1+l) hi
Condition pour que la dérivée soit continue : s ' (t,)=1s"(t,), donc :
hifl'(zMi+Mi71)+6'5i71 = i'(_zMi_Mm + 69,
Ce qui devient en réarrangent les termes :
hi M, + 2(hifl+hi>'Mi + M, = 6'(5i - 51‘71) pour i = 2.. nbPts - 1
Changement de paramétrisation de la courbe.
Pouri=1.nbPts-1, t€lt..t,,,] t=t+71h 1€0..1]
h2 h2 h2 2
Si(ti"'r'hi) = (1_1)3'4'Mi + 73'_i'Mi+1 + (1_7)' yi__i'Mi tT yi+1__i'Mi+1
6 6 6 6
strTh)=y,+ b T+ ci'Tz + di'T3
2]‘41‘4—]‘4141 2 2‘]‘41‘4_}‘4141
b, = ym—yi—?'hi avant : b;= p;°h; ,donc :| p, = 0,— 6 ",
/% 0, (2'pi+1 + 4'pi)
c,= ?’-Mi avant : €= 3\ yii—¥i| = (pre + 2:pi)h;  done ;| M, = 6'; - h
h2 1 1

d,=

1

M,,,—M,| avant: d,= (prct * pi)hi = 2+ y— ]

|
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Sous forme matricielle, cela devient

Systéme d’équation a résoudre pour obtenir la valeur des M; i=2..n-1

n =nombre de points = nbPts

M,=M,=0

Ces deux égalités correspondent au cas de la spline « naturel », qui est défini par la caractéristique que
sa dérivée seconde aux bords est nulle.

2-(h,+h,) h, 0 0 0 0 0 M,
h, 2-(hy+hy) h, 0 0 0 0 M,
0 h, 2-(hy+h,) h, 0 0 0 M,
0 0 h, 2-(h,+hy) hy 0 0 of M, |=
0 0 0 hg 2-(hg+h,) h, 0 M,
0 0 0 0 h, s 2'(hn 73+hn72> h, M,
0 0 0 0 0 h, , 2.(hn72+hnfl> M,

n =9 dans I’exemple de la matrice ci-dessus
h,=t,—t 6= Yo7 W Yo7 , pouri=1..nbPts - 1
L=l h;

9, = 0 si le numérateur est nul, méme si le dénominateur est nul aussi. C’est arbitraire, mais pratique.
I"i:6'((5i— (Sl‘*l) i=2..n'1

Résolution :
diag, = 2-(h,_,+h,) ;Si diag,=0  alors diag,=1 j=2.n-1 La premiére ligne est i=2
thi:hifl l'=1‘.l’l-l

Ift. Ift, )
for i=3 to n-1do diag; = diag, — ,fl Ift; and r;=r; — ,f’ ‘r,, ona: [ft,=right,
diag,;, diag;
M _ rnfl
e diagnfl
r‘_ZﬁLHl'MHl

for i =n-2 downto 2do M,= — ona: Ift;, = right,

diag

Que faire si dans 1’algorithme, on divise par 0 ?

Cela ne serait le cas, que si #,= 0 et &,_, =0 donc trois points sont superposés.

Dans ce cas, toute la ligne de la matrice serait nulle, ce qui n’aurait aucune influence, car la longueur
du segment a tracer serait nulle aussi. On évite ce probléme en rendant égale a 1 les diagonales nulles.
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Etudions la situation lorsque les pentes aux bords sont fixés.

On suppose donné p; et p,. Cela influencera les valeurs de M, et de M,.

On avuque pouri=1..nbPts- 1
h, e
S'i(l‘i) = gl-(—zMi - M Ji ;’l L et hy_ M, |+ 2(hi—1+hi)'Mi +h-M;., = 6'(51‘ - 51‘—1) .
= P %

b2

+

i+l

h _
Donc p1=s'l(tl)=é-(—2M1 — M,|+ )’zh AN M, =3
1

On doit aussi satisfaire :
hl.Ml + 2(h1+h2)'M2 + hz'Mg, = 6'(52 - 51)

M, +hy M, =6-8,—9-6 +3p, |

En combinant, on obtient : (% h,+2h,

Ceci change la valeur du premier nombre de la diagonale, ainsi que la valeur de 7.

Si on a choisi la situation « naturelle » ou M; = 0, alors :| p, = % — ZI'MZ Go=y1-p1)
1
Yy hy
Dans tous les cas,ona:| p, = T Z'(QMI + M2) (Vo=Vi-p1)
1
A la fin de la courbe :
h._ i Ji-
On a vu que : S'i—l(ti) = 6 l'(zMi + Mifl) + %
i—1
h*l y—y,l p y_yfl M*l
— — _n-l, n n — M =3 n n n _ n
Donc p,=s ,H(tn) ; (ZMn + M,H) + 7}1"71 > M, h hifl D
On doit aussi satisfaire :
hn72.Mn72 + 2(hn72+hn71).Mn71 + hnfl.Mn = 6.(5}171 - 5n72)
) ) 3 _
En combinant, on obtient : Ehn,l+2 h, M, +h M, ,=906,-606 ,—3p,|
Ceci change la valeur du dernier nombre de la diagonale, ainsi que la valeur de 7.
. .. . . N _ yn_ynfl hnfl
Si on a choisi la situation « naturelle » ou M, = 0, alors :| p, = ; + 6 M, | a1 =yu+ p2)
n—1
_ yn_ynfl hnfl
Dans tous les cas,ona:| p, = h + ; -(2Mn + M,H) (Ve =Vt pn)
n—1

Une autre possibilité est d’augmenter de deux la dimension de la matrice a résoudre.
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Dans le cas ou les pentes sont données aux bords, voici la matrice a résoudre :

2-h, h, 0 0 0 0 0 M, r
h,  2:(h+h,) h, 0 0 0 0 M, r,
0 h, 2-(hy+hy) hy 0 0 0 M, ry
0 0 h, 2:(h,+h,) h, 0 0 |of M, |=]|r,
0 0 0 h, 2:-(h,+h) hy 0 M, re
0 0 0 0 h, , 2.(hn72+hnfl) h,, M, rn
0 0 0 0 0 h, . 2:h, | | M, r,

n =7 dans I’exemple de la matrice ci-dessus

5 = Yier 7 Vi _ Vi1 T Vi
l Lini ™t hi

0, = 0 si le numérateur est nul, méme si le dénominateur est nul aussi. C’est arbitraire, mais pratique.

7 =68,— 0., i=2.n-1

h,=t,,—t,

, pouri=1..nbPts - 1

r :6((51 - pl) 5 rn: 6(pn_ (Snfl)

Résolution :

h=0 : h =0

diag, =2-(h, ,+h,) ;Si diag,=0  alors diag;,=1 i=1..n La premiére ligne est i=1
Ift,(=h._, i=1.n

Ift, Ift, .
for i=2tondo diag, = diag, — ,fl dft; and r, =71, — ,f’ ‘r._, ona: lft,=right, |
diag; diag,
M, =—"
" diag,
ri_ZﬁLi+l'Mi+l

for i =n-1downto 1 do M, = ona: Ift;,, = right,

diag

Ilya n+2points ; n=nb_points - 2.
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Etude du cas ou un intervalle est de longueur nulle.
Prenons le cas ou /4= 0, dans ce cas la matrice devient :

2-(h,+h,) h, ) 0 0 0 M, rs
h, 2:(hy*hy) hy 0 0 0 0 M, rs
0 h, 2:-h, 0 0 0 0 M, 7,
0 0 24h, h, 0 0 ol M, |=1|r,
0 0 hy  2-(hs+hy) h, 0 M, Fe
0 0 ) h, s 2.<hn73+hn72> h, , M, ry
0 0 ) 0 h,_, 2:(h,_y+h, )| (M, Ty

n =9 dans I’exemple de la matrice ci-dessus

5 = Yin = Vi _ Vi Vi
l Lin—L; h;

9, = 0 si le numérateur est nul, méme si le dénominateur est nul aussi. C’est arbitraire, mais pratique.

r=6:0,— 6., i=2.n-1

h,=t,,,—t

, pouri=1..nbPts - 1

Le systeéme se scinde en deux systémes indépendants.
0,= Ys Y0 est indéterminé.
h, 0
Donc rs et rs sont aussi indétermingés.
Il serait pratique et naturel d’avoir M4 = Ms = 0, donc que la spline se décompose en deux splines
naturelles.
On aurait :
hy M, + 2:(h,+hy)-M, =r,. L’équation : hy My + 2hy-M, =r, serait remplacée par M, = 0.
2-(hgthy)M,+ hgM,=r,. L’équation : 2hs M+ hs-M (= rs serait remplacée par Ms = 0.

Résolution :

diag, = 2-(h,_,+h,) ;Si diag,=0  alors diag;,=1 i=2.n-1 La premiére ligne est i=2
ift,=h,_, i=1.n-1

Ift,=lfts;=1Ift;=0 et r,=rs;=0 arajouter dans I’algorithme.

Ift; Ift; )
for i=3 to n-1do diag, = diag, — ,f’ Aft, and r;=r,— ,f’ ‘r._, ona: Ift,=right,_,
diag, diag,
M _ rnfl
e diagnfl
ri_Mi+l'Mi+l

for i =n-2 downto2do M, = ona: Ift;,, = right,

diag,
On a automatiquement les deux égalités désirées : M, = Ms = 0.
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Prenons le cas ou I’on ne désire par de continuité des dérivéesen =1,

Ceci permettrait d’avoir une cassure dans la pente en .

La ligne biffée du systéme ci-dessous devrait étre éliminée, ce qui laisse un degré de liberté.
M, du segment s, n’a pas besoin d’étre égale au M, du segment ss.

11 serait naturel de fixer M4 = 0, pour que la spline se décompose en deux splines naturelles.

2-(h,+h,) h, 0 0 0 0 M, r,
h, 2:-(h,+h,) h, 0 0 0 0 M, r
h, 2-(h,+h,) h, 0 0 0 M, r,
0 0 n, 2-(hy+hs) his 0 0 of My |=1| rs
0 0 hs 2-(hs+h,) h, 0 M, Fe
0 0 0 h, s 2:(h, 5*h, ,) h,_, M, s
0 O 0 0 hn72 2.<hn72+hn71) Mnfl rnfl
n =9 dans I’exemple de la matrice ci-dessus
hy=t,,—t 0= Yin= Vs _ Y= Wi , pouri=1..nbPts - 1

—t. h

i+1 i i

t

9, = 0 si le numérateur est nul, méme si le dénominateur est nul aussi. C’est arbitraire, mais pratique.
l"i:6'(5i— 5i71) i=2..n'1

Résolution :

On laisse la ligne biffée, i=4, qui donnera automatiquement : M;= 0.

diag, = 2-(h, ,+h,) ;Si diag;=0  alors diag;=1 i=2.n-1 La premiére ligne est i=2
ift,=h,_, i=1.n-1

Ift,= lft;=0 et r,=0 arajouter dans I’algorithme.

Ift, Ift, )
for i=3 to n-1do diag, = diag, — ,f’ Aft, and r,=r,— ,fl ‘r,, ona: Ift,=right,_,
diag ;. diag; ,
rnfl
Mnfl = .
diag,
r‘_ZﬁLHl'MHl

for i =n-2 downto 2do M,= — ona: Ift;,, = right,

diag
On a automatiquement 1’égalité désirée : M, = 0.
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Cas de spline périodique. correspondantes a des courbes fermées.

Dans ce cas, on approxime la dérivée seconde de la courbe au « point de départ » dans M, et

la dérivée seconde de la courbe au « point d’arrivée » dans M, .

On ajoute 10 points de facon périodique, on élimine les 5 premiers et 5 derniers segments, ce qui nous
donne la courbe périodique, car au-dela de 5 points, le segment n’est plus influencé par les points.

Approximation des dérivées secondes au départ et a Iarrivée :
Pour une courbe passant par des points v, = (x,;y,) ¢’est différent que pour une fonction spline.

Ici on traite le cas de courbe passant par des points.
Donnée : v, = (x,;¥,) pouri=1.. nbPts
On ajoute : V, =V, eton peut ajouter: V,,; = V,.
Yie1— Vi

h, = distance entre V, et V,, = [,V 6 = — = pente, pour i = 0.. nbPts+10
M,=2 ] M, =2 O~ Oy bP 10
=2 .= 2" = =5+
1 hoth, et hoth n=nbPts et m=n

Systéme d’équation a résoudre pour obtenir la valeur des M; i=2..n+10-1
n =nombre de points = nbPts

2-(h,+h,) h, 0 0

0 0 M, )
h, 2-(h,+h,) h, 0 0 0 M, ry
0 h, 2-(hy+h,) h, 0 0 A M|
0 0 h, 2-(h,+hy) h, 0 M, | | r
0 0 0 hmf3 2.<hmf3 +hm72> hmfZ MmfZ m—2
0 0 0 0 hmfZ 2'<hn172 hmfl) M, Vo

m = 8 dans I’exemple de la matrice ci-dessus

r=68,— 6., i=3.m2

ry= 6'(52 - 51)_h1'M1 et rp1= 6.(5m71 - (SmfZ)_hmfl'Mm

Résolution :
diag, = 2-(h,_,+h,) ;Si diag,=0  alors diag;,=1 i=2.m-1 La premiére ligne est i=2
i, =h_, i=1l.ml

I I, _
for i=3 to m-1 do diag, = diag, — _f’ Aft, and r; =71, — ,f’ ‘r._, ona: Ifi,=right,
diag, | diag, |
— m—1
(. diagmfl
r—1Ift.,, M., .
for i=m-2 downto2do M,= # ona: Ift, = right,
diag,
On ne garde que les valeursde My a M, 5. Remarque M, 5= M,,+5) m=n+10

pour définir les segments de 14 n.
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Cas de spline périodique, correspondantes a des courbes fermées, mais avec cassure.

Dans le cas d’une courbe fermée, avec une cassure en un point, c’est-a-dire avec un point ayant une
discontinuité de la tangente, cela correspond a une spline non périodique, avec un début et une fin
superposé sur le point ayant la cassure.

Pour les calculs, il faut juste commencer la matrice au point ayant la cassure.

L’autre maniere de faire est d’ajouter les conditions suivantes a chaque cassure £ :

Iift, =1Ilft,., =0 et r,=0 arajouter dans ’algorithme, avant I’élimination de Gauss et d’ajouter des
points, comme décrits précédemment.

C’est plus simple.
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Liens avec d’autres courbes splines, décrite dans la vidéo « The continuity of Splines. »

C.f. : https://www.youtube.com/watch?v=jvPPXbo87ds
de Freya Holmér c.f. : https://www.youtube.com/@Acegikmo

Excellente vidéo qui résume différentes approximations par des splines.
Malheureusement, la Math-spline que je décris précédemment ne fait pas partie de la liste des splines
décrites dans cette vidéo.

Bézier :
1 0 0 0| [Py PietP;sontdes points de controle.
_ » 3 [-3 3 0 0| |P,| P(O)=Po
Pl=lt e 2 2l S0y p,| P()=P;
~1 3 =3 1] |p P’(0)=-3Py+3 P

0%}

P’(l) =-3P,+3P;

0 PO P(O) = PO

0
P(1)=P,
o 1 0 o0}V
3 1| PO=V
P’(1)=V,

0 2 0 0] [P PO)=P
1 » s -1 0 1 of[P]|PMD=P
Pl)=2A1 c 2 clol 0 T el P 0)= 0.5 P+ 05 P
1 3 -3 1 P2 P’(1)=-05P,+0.5P;
3
B-Spline :
1 4 1 0| [Py PO=(Py+4P,+Py)/6
_ 1 3 |-3 0 3 of(|P,|PA)=(Pi+4P,+P;)/6
Pie)=clt o & v\ T OOP; P’(0) =-0.5 Py + 0.5 P,
-1 3 =3 1] |p P’(1)=-0.5P,+0.5P;

o8}

Parties de la vidéo :

21’ - 23’°, amélioration, pour obtenir la Math-spline décrite dans les pages précédentes.
38> Geometrical continuity

43 Hermite Bezier

46’ - 47’ Cardinal spline

48’ Catmull-Rom spline

54’ Matrix of B-spline

57’ Résumé des 4 splines ci-dessus.
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Définition plus précise d’une B-spline et liens avec les Math-splines

Apres avoir défini plus précisément la courbe B-spline obtenue par des points de contrdles, nous
verrons comment passer des points de contrdles d’une B-spline aux points de controles d’une
Math-spline et réciproquement.

Les deux courbes sont les mémes, juste la manicre de les controler a I’aide de divers points différent.
L’avantage d’une B-spline est que le déplacement d’un point de controle ne modifie que les 4
segments adjacents. Son désavantage est de ne pas passer par les points de contrdles.

L’avantage d’une Math-spline est de passer par tous les points de contrdles, sauf le premier et le
dernier que nous définirons plus loin. Son désavantage est qu’il modifie théoriquement tous les
segments de la courbe, bien que pratiquement il ne modifie que les 8 segments adjacents.

Pour ne pas faire de confusion avec les lettres utilisées précédemment, voici des conventions de
notation :

Les points de contrdles de la B-spline seront notés : U;, pour i =0 .. n+1.

Les points de contrdles de la Math-spline seront notés : V;, pour i =0 .. n+1.

Les U; etles V; sont des points ou des vecteurs de dimension 2 pour un plan et de dimension
supérieur pour un espace plus grand. (3 pour notre espace et plus pour un mathématicien.)

La courbe spline sera notée s(f), pour ¢ =t a t,, satisfaisant : s(¢,) =V, , pouri=1..n.
Elle est définie par
s(t)=s,t)=s(t,+Th,) pour t€[t,..1,,,] 7€[0..1]

s,(t) est cubique par morceaux.

Simplification pour une premiére approche.
t;=1 etdonc h;=1 pour tout i.

Cherchons une matrice 4 rendant la courbe spline deux fois continliment différentiable, pour
retrouver la matrice liée a une B-spline.

;1 Ay 413 dig i1

U
» 3y la,, a,., a,, a,. U.
s(t+7) = (1 T T .L,)O 21 Gan Gy3 Gpg| | Y
as., Ay, 433 a3, U,
Ay Ay Q45 a4 \U.,
ay,, a,, a3 a4 U,
o Ay, a,, a,, a,. U.
S'i<ti+r):(0 1 21 3‘[)0 2,1 Y22 Yoz g i

Pour tout U, les conditions a remplir sont :
Si<ti+l) = Si+l(ti+l)

si{tin) = 8001 (1101)

s;' '(ti+l> = Sin ”(ti+l)

Vous pouvez sauter les calculs de la page suivante, pour ne voir que le résultat.
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Si<ti+ 1) = 84 (z‘i+ 1) impose la condition suivante, qui se décompose en 5 conditions :
(al;l+a2;l+a3;l+a4;l)'Ui71 +

(al,-2+az,-2+a3;2+a4;2>'Ui +

(al;3+a2;3+a3;3+a4;3)'U +

(al,-4+az;4+a3;4+a4;4)'Ui+2 =

a, ., Ura, U, +a, 32U yra) U,

Vu que ’égalité doivent étre vraie tout U,, elle donne 5 équations.

i+l

'l(z‘l+ 1) =5 (z‘i+ 1) impose la condition suivante, qui se décompose en 5 conditions :
(az 1+t2a;,+3a,. 1)'Ui71 +
(az 2*t2a;.,%3a,. 2) u, +
(az st2a;5+3a,, 3) Uy +
(az 4*2a;5 4+3a,, 4) Uiy =
ay 'Uita, , U *a, 32U p+a, Uy
Vu que ’égalité doivent étre vraie tout U,, elle donne 5 équations.

s"(t,)=s""(t..) impose la condition suivante, qui se décompose en 5 conditions :
<2a3;l+6a4;1)'Ui71 +
(2a;,+6a,,)-U, +
(2a3;3+6a4;3)'Ui+1 +
<2a3,-4+6a4;4)'Ui+2 =
2a,,U;+2a,,-U,, +2a; 5 U,

wat2as.4 U,
Vu que ’égalité doivent étre vraie tout U,, elle donne 5 équations.

i+3

On obtient 15 équations assez faciles a résoudre, avec une inconnue libre.
Concernant les Ui onobtient: a,, =0 ; a,,=0 ; a;,=0

Concernant les U, on obtient :
2ay4*6a,,,= 245, donc as;=3a,,
ay4+2ay ,*+3a, ,=a,5, donc a,;=3a,,
a,. ta, 4 tasta, ,=a, 5, donc a, ;= a,,

Concernant les U1 on obtient :
2a,5+6a,.5=2a;.,,donc a;.,=3a,,+3a,.,
a,s+2ay5+3a,,=a,.,,donc a,,=9a,.,+3a,,
a,53%a, +¥a;5%a,,=a,.,,donc a,.,=7Ta,.,+a,.;,

Concernant les U; on obtient :

2a;,+6a,,=2a;,,donc a;,=3a,,+3a,;+3aqa,,
ay,*+2a5,*%3a,,= a,,,donc ay, = 15a,,+9a,;+3a,,
a,,*a,,+*a;,+a, ,=a,.;,donc a,.,,=19a,.,+7a,;+a,,

Concernant les U,; on obtient :

2a3 1 +6a,., =0 donc a;.,=—3a,,
2at2as,+3a,, =0, donc a,, = 3a4 |

al 1ta, ras tay, = 0 ,donc a,.,, = —a,.,

En résolvant 3 équations, on obtient : @4.3 = —3a,.4 et a4, =3a,., et A, = —a,.,
Quelle contrainte faut-il encore satisfaite pour fixer a,., ?
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On obtient :
1 4 1 o (U,
-3 0 3 0 U,
Si(l‘i+‘[):a4;4-(l T T ‘[3)0 3 -6 3 0 ) U, , TE[OI]
-1 3 =3 1] \y.

On retrouve bien la matrice de la courbe B-spline, avec un parameétre libre, qui correspond a faire subir
une homothétie a toute la courbe.
Pour que S;(t;) = a4 (U, + 4U,;+ U,y

corresponde a une moyenne pondérée des U, il faut

choisir la valeur de a,., = I Un autre choix rendrait la courbe dépendante du choix de I’origine du

plan. Il faut que si I’on translate tous les U; de la méme manicre, que I’on calcule la courbe B-spline,
puis qu’on la translate dans I’autre sens, on obtienne la méme courbe indépendamment de la
translation.

Ainsi on obtient exactement la matrice caractéristique d’une B-spline.

1 4 1 o| (U,

1 > 3 |-3 0 3 o0l U,

. . = —- 1 o o i
sl(tl+ T) 6 ( T T r) 3 _6 3 0 Um
-1 3 -3 1 U.,

En annexe II, je revérifie que la courbe ainsi obtenue est bien deux fois continiment différentiable.

Une premiere relation entre les points de controles de la B-spline et ceux de la Math-spline :

()= s(6)=V,=2{U,, + 4U,+ U, || pouri=1..n

Reste les deux points de contrdles V; et V..
la Math-spline posseéde deux degrés de libertés correspondant a la pente de la courbe au départ et a la
pente de la courbe a ’arrivée.

S(ti+‘[):%'{ Uu,,+ 4U,+ U, +

1

(-3U,, *3U,,) +
Tz'( 3U,,—6U,;+3 Ui+l) +
73'( _U‘71+3Ui_3Ui+l+ Ui+2) ]

1

Dérivée de s(t).

s'4(t4+r):l-{ -3U, , +3U,, + 1 4 1 0| (U~
i\“i 6 i s’.(t.+r):l(0 1 21 31_2)0 -3 0 3 0 . U,
( 6U,,— 12U,+6U,,,) + s 6 3 -6 3 0||U,,

Tz'(_?’Uifl + 9Ui - 9Ui+l +3 Ui+2) ] B U

Calculons la dérivée seconde de s(t).
S”i(ti+r): U, ,—2U0, + U,, +
T'<_Uifl +3U, —3U,, + Ui+2) }
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Détermination des deux points de contrdles Vj et V., de la Math-spline pour faire coincider les deux
courbes.

1 1
Pente au départ = p, =s'(1,)=s",(¢,) = U= 35Uy,
Pente é l’arriVée = pn =S '(tn> =S 'nfl<tn> = %.UIHI o %.Unl .

Pour la Math-spline, ces deux pentes sont libres de choix.
Reste a définir un lien entre ces deux pentes et les deux valeurs Vet Vi .
On veut que les conditions suivantes soient réalisées :

1 1

1) pIZE'UZ_E'UO

) Vo=aUy+pU, +yU, avec a ; B ; y libres
1 4 1

3) Vl:g'U0+g‘Ul+g'U2

4 py=AV,—uV, avec A ; u libres
On veut donc exprimer ¥, en fonction de U,, U, et U,, qui permette de déterminer p; qui satisfasse la
condition 1), qui décrit la dérivée en début de courbe.

De ces 4 égalités, faisons disparaitre p;, Voet V.
1) =4) et substituons 2) et 3), pour obtenir :

l'Uo = /l-l-UO + A.%.Ul + /1~%~U2 —walU,—wpU,—uyU,

U_
S) 6

1
2
En réarrangent les termes et mettant les U; en évidences :

1 1 4 1 1
UO. —+)L'€—‘M'O{ +U1' A'g—‘u'ﬁ +U2' )L'g—‘u'y—a):o

2

On veut que 1’égalité soit vraie quelles que soient les valeurs des U, , il faut donc que :

Lol _ 1,
2+)L6—‘ua—0 et a_2-‘u+6‘u
4 _ 42
)L-g—,u-/g’—O et /3)— 6‘u
1 1 _ AL
A6 Hy 2_0 T bu -u

Un choix naturel est : A = u = 1. Avec ce choix, onobtient: p, =V, —V, et

4 4 2
O{_g 9 ﬁ_g 9 y__6

4 4 2
Donc : VOZE'UO'FE'UI—E'UZ

Parenthese, non retenue.
Un choix agréable pour obtenir une matrice tri-diagonale de passage des U; aux V; serait d’avoir
1
y:L——ZO,donc A=3u=3 et u=1
6u 2-u
3 3

a=- e p=2, VO:E-U0+2-U1, py=3V,—=V,.Pour p, cen’estpas naturel. BOF.
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Faisons des calculs similaires pour déterminer V., .

On veut que les conditions suivantes soient réalisées :

1 1
1) pn: - E.Unfl + E.Un+l
D Va=alU, +pU, +yU, ,avec a ; B ; y libres
1 4 1
Vv =—U  +—U +—U
3) n 6 n—1 6 n 6 n+l

4 p,=uV,.,— AV, avec A ; u libres
On veut donc exprimer ¥, en fonction de U,., U, et U,.1, qui permette de déterminer p, qui satisfasse
la condition 1), qui décrit la dérivée en fin de courbe.

De ces 4 égalités, faisons disparaitre p,, Vet Vi .
1) =4) et substituons 2) et 3), pour obtenir :

=waU, +upU +uyU, — A-%-Unl - A-%-Un - )L%-UHH

1y

1
2 n+l_5'U

n—1

En réarrangent les termes et mettant les U; en évidences :

1 1 4 1 1

Unil'a—ﬂ,'g'F‘u'O( +Un' M'/J)—A,'g +Un+l. ‘M')/—A,'g—a)zo
On veut que 1’égalité soit vraie quelles que soient les valeurs des U, , il faut donc que :
2 TeTHUETE S T 6u 2

4 4 A

B= e = =2

wh 6 0 et p 6u

L 1_ A,
wy=re=7=0 Y= 6u " 2u

Un choix naturel est : A = u = 1. Avec ce choix, on obtient: p,=V,., =V, et

2 4 4
a__g 9 ﬂ_ 6 b y_ 6 *
DOHC: Vn+l = _%.Unl + ilJvn + % Un+l

Pour calculer la courbe de la B-spline passant par les points de controles :

Si(ti+T):%.{ U+ 4U,+ U, +

(=3U,, +3U,,) +
7(3U, ,—6U,+3U,,,) +

i+1
7 —U, ,+3U,-3U,,+U,,) | r€[0..1]

1
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Ecriture sous forme matricielle du passage des U, aux V.

Vo 4 4 -2 0 0 ol Y
v 1 4 1 0 00U
V,| _1lo 1 4 1 0 of|U,
v, 610 0 1 4 1 0|]|uU,
Vv 00 0 1 4 1||y
y 00 0 -2 4 4|y

n+l n+1

Ici, n =4. 11y a 4 points de passage et 6 points de controles.

Donc le passage des points de contrdles de la B-spline aux points de contrdles de la Math-spline est :
4 4 2 2 4 4

Vozg'Uo"'g'Ul_g'Uz ; Vn+l:_g.Unfl+g.Un+g.Un+l
1 4 1
V,= E'Uifl + E'Ui + E'Uin ,pour i=1l.n

Passage des points de controles de la Math-spline aux points de contrdles de 1a B-spline.

Le passage des points de controles de la Math-spline aux points de controles de la B-spline nécessite la
résolution du systéme d’équation. Vu que la matrice est tri-diagonale avec diagonale dominante, le
calcul est assez rapide. Les V; sont donnés, on cherche les U..

Pour obtenir une matrice tri-diagonale, combinons les deux premiéres lignes et les deux derniéres.

6 12 00 0 ol Y Vo2V,

1 4 10 0 o]|U v,

0 1 41 0 0 |U,|_ v,

0 0 1 4 1 0f|uU, Vv,

0 0 01 4 1 U, Vv,

0 0 0 0 12 6 Un+l Vn+l +2 Vn
Résolution :

diag,= 6 ; diag,., =6
diag,=4 pour i=1.n
qo= 6'(V0+2'V1) > i1 = 6'<V

b

a*¥2 V), =6V, pour i=1.n

1
di =diag, — -12 =g, — —
lag, 1ag, diag, and ¢, = ¢, diag, 9
= diae. = diag. — -1 =q.— -qg.
fori=2 ton do diag, 1ag, diag, . and ¢;= ¢, diag, q; 4
12 12
di =di - — 1 = _ .
lagn+l lagn+l dl-agn and qn+l qn+l dl-agn qn
— qn+l
! diagn+l
q—1-U,, ) )
fori=ndownto 1do U, = W Ilya n+2points ; n=nb_points - 2.
q,— 12-U,

0=

diag,
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Par curiosité, regardons ce qu’est devenu le systéme apres triangulation par la méthode de Gauss
décrite dans la résolution ci-dessus.

6 12 0 0 0 0 0 0 0 Yo
0 2 1 0 0 0 0 0 0 U,
0 0 3.5 1 0 0 0 0 0 U,
0 0 0 3.7142857 1 0 0 0 0 U,
0 0 0 0 3.7307692 1 0 0 0o |lu,|-=
0 0 0 0 0 3.7319588 1 0 0 U,
0 0 0 0 0 0 3.7320442 1 0 U,
0 0 0 0 0 0 0 3.7320503 1 U
0 0 0 0 0 0 0 0 27846093 | "
n+l

V42V,

0.666666-V ,—0.166666-V

v, —0.333333-7,+0.083333-7,

V, —0.285714-7,+0.095238-,—0.023810-V,

6* |V, —0.269231-7,+0.076923-V,—0.025641-17,+0.006410- ¥,
Vi, —0.268041-V,+0.072165-V,—0.020619-V,+0.006873-V,—0.001718-V

~

. —0.267955-,+0.071823-¥,—0.019337- ¥ ;+0.005525 -/ ,—0.001842 -7, +0.000460- V',
, —0.267959-7 +0.071799 -V ,—0.019245- 7/, +0.005181- 7", —0.001480-F,+0.000493- ', —0.000123- ¥/,
11— 0.267959-7,+0.071799-¥ ,—0.019228- 1 +0.005157-¥,—0.001388 -7/, +0.000397- ¥ ,—0.000132 - ¥/, +0.000033- ¥/,

XX

On remarque que trés vite la diagonale de la matrice converge vers 2++/3 = 3.732051 .
On remarque aussi que les V; n’influencent rapidement plus les U; éloignés.




20.1.2023 Math-spline, définition, étude, construction et liens page 29

Les B-splines fermés.
Dans le cas du dessin, n =7

Le but est de rajouter un segment s,, pour que la courbe soit
fermée.

Pour cela, on va rajouter un point U, et le segment s, associé
aux points U, U,u, U, et U, , et permettre de modifier la
position des points U,.1, et U.

On veut que ce segment termine sur Uy, soit C' et C* en U.

Les conditions de continuité, de continuité de la dérivée et de la dérivée seconde sont satisfait entre s,.;

et s, sionacomme d’habitude :

S11<tn+ T) = %{ U -1 + 4Un + Un+l +

T'(_?’ U, + 3Un+l) +
TZ'( 3U,.,—6U,; + 3Un+l) +
T3.( _Unfl + 3Un - 3 Un+l + U11+2) ]

Par contre, trois nouvelles conditions doivent étres satisfaites pour avoir la continuité de la courbe, de
la dérivée et de la dérivée seconde.
11 faut donc satisfaire :

1 1
Sutun1) = s1(1), (tw1 = 1+ 1). Donc g-{U,, +4U, , +U, ., = g-{UO +4U, + U, et
1 1
8 w(tar1) = 8"1(#1). Donc 5{3 u,,—-3U, = 8{3 U,— 3U0}
1 1
8" (tar1) = 57 "1(1). Donc g.{Un —2U, + U, = g'{Uo —2U,+ Uz}

On vérifie qu’elles sont satisfaites si et seulement si :
Umy=U, et U,,,=U, et U,=VU,

En conclusion, pour fermer une B-spline, il faut ajouter un point U,.,, le placer sur le point U, et
placer le point U, sur U, et placer le point U, sur U, .

la Math-spline fermée liée aux points ¥V, a V,. correspondant aux points U, a Uy, donnera la
méme courbe que la B-spline fermée décrite ci-dessus.
Attention que la B-spline fermée posséde un point de plus que la Math-spline fermée !

La modification de la position des points U, et U, modifiera la position des points Vy, Vi, Vi et
Va1 , donc la courbe Math-spline. Mais elle ne modifiera pas la position d’autres points.

Pour une Math-spline fermée, les points V, et V.. sont ignorés ou calculés pour satisfaire la
périodicité de la courbe.

Ces modifications des points U, et U, permettent de fermer la courbe en la gardant lisse, sans
perturber les segments s, a §,..

Si une courbe d’une Math-spline est fermée, alors la B-spline correspondante aura automatiquement
U,,=U, et Uy=U,.Fermer la B-spline donnera la méme courbe que la Math-spline.
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Etude du cas générale, ou les temps de passages #; ne sont plus régulier.
Résumons les caractéristiques des B-splines de degré 3.

une B-spline (de degré 3) est caractérisé par la données de :

° points de controles de la B-spline seront notés : U, pour i =0 .. n+1 ;
° de temps de passages ¢, pouri=1..n et

°de n-1 matrices caractéristiques 4x4 qui seront notées A;

tel que si on définit :

iy @i s gl Uiy
ol @21 Qin;a Qi Ginal, U,

1

A3 Q30 G5z G| | Uiy
Qa1 an 945 Gaa) Ui,
La courbe (B-spline) définie par s(t) = si(t) pour telt, . .t,,,],

est deux fois continiment différentiable.

Les U; sont des points ou des vecteurs de dimension 2 pour un plan et de dimension supérieur pour un
espace plus grand. (3 pour notre espace et plus pour un mathématicien.)

Pour faire le lien avec ce qui précede : s(t,)=s,(t.)=V,, pouri=1.. n.
5,(¢) est donc cubique par morceaux.

La question est de savoir comment déterminer les coefficients a; ;. ci-dessus pour que la courbe s(t)
définie ci-dessus soit toujours deux fois contintiment différentiable, quels que soient les points U, .

Cette fois, les coefficients a;;.x dépendront de i.
Pour ne pas alourdir 1’écriture, la dépendance en i ne sera pour toujours explicite.

Dans les quelques pages qui suivent, il y a beaucoup de calculs ! Ils peuvent étre sautés, pour voir le
résultat dans le résumé qui suit ces calculs.

Pour cela, partons de la définition d’une B-spline de la page Wikipedia :
https:/fr.wikipedia.org/wiki/B-spline

Limitons le cas de B-spline de degré 3, transformons la notation pour 1’adapter a celle utilisée
précédemment.

Etant donné m+1 nceuds 7; avec 7,<7 <.<f,
une courbe B-spline de degré 3 est une courbe paramétrique s(f) définie comme suit :

m—4
S(t> = Z b/3(t>P/7 te[’t\;’?m73]
j=0

oules P; forment un polygone appelé polygone de contrdle.
Le nombre de points composant ce polygone est égale a m - 3.
Les m-3 fonctions B-splines de degré & sont définies par récurrence sur le degré inférieur :

~ 1 si .<t<T,
b. (t)= J J*1
"‘0( ) 0 sinon
~ t—1, ~ T. o~
b, (t)=c—L<b,, (1)+ =L b . (¢
J k( ) / /+’\k’ ti _],k*l( ?\’ / ke ti+l /+l,k71( )
~ -7 ~ 7o —1 ~ ~ N
b/ k( ) = Z j.b/"kfl(t) + ’Jik” Yin kfl(t) , avec h/ k= t/+k_ti
-~ ik — j+lk
b_/,.k(t) est nul si l‘E[l‘_/, l‘_,+k+1]
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Changement de notations pour correspondre a celle utilisée précédemment.
U;=P; ; t,,=1; .
m -3 =n+ 2 =nombre de points de contrdles
n=m-5; m=n+5
b/‘fz;k(t) = b/‘;k(t>

Donc

n+l1

s(t) = Z b, ,,(t)U,, t€lt,1,]

~ 1 si ¢t <t<t,. e
bj,zy.o(t) = b/‘.o(t) = [0 2 71 reste a définir les valeurs de ¢, , £ et £, !?!
: : sinon

[1 si t<t<t,,

0 sinon
1=t Lisin— !t — — —
b (t)= ; Lbyg (1) + —]h bia(t)), avec =t —t; donc h,=h, =t —1
ik j+lk

bf,.k(t) est nul si l‘E[l‘_,,l‘_,+k+l]
b, ,(t) estnulsi t€1¢;,¢,,,[ aussi: b, ,;(t) estnulsi t&€1t, ,.t;[.

n+l J+2
Si(t) = Z bj—2,-3(t>'Uj = Z bj—2,-3(t>'Uj > te[ti’tiﬁ]
j=0 j=i—1

Ainsi on voit bien que s{?) ne dépend que des points U, & U,.,.

Explicitons les b, (¢) .

t—t; t.,,—t t—t, t.,.—t
b (t)=—Lb () +L2—b. (t) b, (t)=—LLb  (t)+L2—b ., (¢
_1,1( ) hi;l _/,0( ) hi_'_ly,l _/+l,0< ) _1+l,l( ) hi_'_l‘,l _/+l,0< ) hi+2‘,l _1+2,0( )
t—t,; t., ,—t
b (t)=—Lb (t)+L2—b (¢t
_1,2( ) hi;z _/,l( ) hi+l‘,2 _/+l,l( )
t—t, [t—t, t..,—t t .t |t—t, t.,,—t
b_;‘;z(t): ' 'b_/,-o(t) + 2 'b_/+1;0(t) + L2 : . l'b_/+1;0(t) + 2 'b_;+2;0(t)
h_/,-z hj;l Jj+1;1 h_/‘+l;2 h_/‘+l;l h_j+2;l
t—t; t—t; t.,.—t t...,—t|[t—t; t...—t
b .,(t)=—2L BLp o ot)+ L2—b ()| + LE—- E2.p (b)) + L2—b. (1)
el h_/+1;2 (h_/+1;1 Jrlio h_;+2,-1 Jr20 h_;+2,-2 h_/+2;1 Jr2i0 h_/+3;1 s
t—t. t..,—t
_ Jj. jr4
b/ 3(t) - h/‘;3 b/ 2(t) + h/‘+1;3 bj+l;2(t)
=t =t [ty to—t =t (1=t fos—t
bj:3(t)_ hj;3 ( hj;2 (hj,-l bj:O(t)"' hj+1;1 bj+1;0(t))+ hj+1;2 (th;l bj+1;0(t)+ hj+2;1 bj+2;0(t)) )

Liwg—t | T—1 (10, ti3—t tigg—t [T—1 5, Lig—t
+ ;14 ( 7 . 1'( 7 ! 1'bj+1;0(t)"' ;13 .bj+2;0(t))+ - ( - 2'bj+2;0(t)+ - .bj+3f0(t)) )

J+1.3 Jt+12 Jj+l1 Jjt2;1 hj+2;2 hj+2;1 hj+3;1
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Evaluonsen b,,(7,) pour avoir déja des coefficients.

;v g Gy Ga| Uiy
_ Ao i din3 Aoy U,
Rappelons que : s,(t,) = 1 0 0 0o "% " " " Ul
Ai3.1 Q3.0 3.3 4534 i1
A a:1 Aia;n Aigz3 Aigg Ui
Si<ti) =a,,,U_+a,,,U;+a 53U, *+a,,,U,,

j=i—1

) = i73;3(ti)'Uifl + bi72;3<ti)'Ui + bifl;3(ti>'Ui+1 + bi;3(ti)'Ui+2

Donc il y a un lien direct entre les coefficients de la matrice et les b .5 ()
I1s sont explicités ci-dessous.
1 si t,=<t<t,,

0 sinon

1

Rappelons que bf_.o(t) est nul si tE[t_,,t_,H]. b_/,-o(t):[

b,o(t;) =1 seulement sii=;. Danslecasou ;= j,ona h,, =k

t.—t, t—t. |t.—t; t..,—t; t..~—t | t,—t, t..~—t;
b-43(t,-): i Yy, i j.(! j'b*o(ti)"' j+2 l.b_+1‘0(ti))+ Jj+3 t_(t j+1'b»+1,0(ti)+ j+3 l‘b»+2‘0(li))
. hj;3 hj,'2 hj;l . hj+1,'1 j' hj+1;2 hj+1;1 j' hj+2;1 o

t...—t | t.—t. t.—t. t...—t. t...—t. [t.—t. t...—t.
j+4 i i j+1 i j+1 j+3 i j+4 i i j+2 j+4 i
+ ) ) b, ;0([;‘)"' ‘b'+2;0(li) +——— | — b '+2;0(Zi)+ ‘b'+3,«o(li)
h./+1,~3( hj+1;2 (hj+1;1 o hl,-+2,-1 ! h(,-+2,-2 hj+2;1 ! hl,-+3,-1 !
Premier coefficient :
a;1,1= bi73;3(ti> =
t—t, 5| t—t, 5 [t.—t, 4 t,,—t t—t, [t—t, , t.—t,
—| | .bi73‘0(ti)+ l l.bi72‘0(ti) + o —— .bi72‘0(ti)+ : l.bifl‘O(ti) +
i-3.3 ( hi73;2 i-3,1 ' hi s ' hi72;2 hi s, ' hi71;1 '
Lin—t L=ty (6=, 1=t L=t [ 6=t L —t;
’ .bi72‘0( i)+ .bifl'O(ti) + ’ .bifl'O(ti) bro(ti)
hi 5.5 ( hi 5., ( hi72;1 ' hifl;l ' hy o\ hiy ' hm '
a; ;1 =
ti+l_ti.ti+l_ti Lin— L _ hi;l ) hi;l .hi;l
hi—z 3 hi—l 2 hi;l hifz;z» hi—l;z hi;l
h. h.
‘1 il
Donc|a,,.,= b, ,,(t,)=——"
b e hi sz hiy

Vérification dans le cas équidistant ot ¢;= j, h,

1

6 >

k -

c’est ce que I’on attendait !
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Deuxiéme coefficient :
Rappelons que b, 5(t,) =

t,—t. | t,—t;|t.—t; t..,—t. t..i—t [t,—t; t..3—t;
i J. i J. i j.b> (f)"' J+2 l.b. (t) + Jj+3 [ j+1'b. (t)"' Jj*3 l.b (t) +
;0N +1,;,0\%¢ +1,0\%; +2,0\%i
hj;3 ( hj;2 ( h,‘;1 ! hj+1,1 ! hj+1;2 hj+1;1 ! hj+2;1 !
t. t t.—t t,—t t. t t. t. [t,—t t. t
j+4 i i J*1 i j+1‘b (Z) Jj*3 i b (Z) Jj+4 i i J+2 b (Z) j+4 i b (Z)
i+1,;,0\%} +2,0\%} +2,0\% +3,;,0\%i
hj+1 3 ( hj+1‘2 ( J+11 ! hj+2,1 ! hj+2;2 hj+2,'1 ! hj+3 1 !
a;1.2= bi72;3(tl>
L=t Zi_ltf Zl th [l_ll Zl+ ZI Zi_zif Zi+ _[l
2. - z'bifz;o([;) + bl*l 0( ,) 1 ' 1 bl*l,‘O(Zt) 1 bi,‘O(Zi) +
i-2:3 hi72 2 hi72 1 hiq 1 hi*l 2 hiﬂ 1 hi;l
L=l [ L=y [ =T Lin—, L=l (L= lin—l
'bhl 0( ,) b, o(ti) + ’ .bl 0( ,) 'bi+1-0(ti)
hi71 3 ( hi*l 2 ( hhl;l hi;l hi,-2 hi;l h,-+1;1 '
=4d; 12 =
L=t ti+l_ti.ti+l_ti + ti+2_ti.ti_ti71.ti+l_ti
s ho . h,. h . h_,. h,.
l ; ; ; ; , ;
h —-2.3 i—1;2 iyl i—1,3 i—1,;2 i1
hi—z;z. hi;l .hi;l + hi;2 .hi—l;l.hi;l _
hi—2;3 hi—l;z hi;l hi—l;} hi—l;z hi;l
h yy hoy  ho, h_,,
Donc | a; ., = b ,5(t,) = 72—+ —= —
v e higs iy hiys By
Vérification dans le cas équidistant ou ¢,= j, h;, =k :
21 .21 _4 , .
a; .,= ) + 357 %> c’est ce que I’on attendait !
Troisiéme coefficient :
a; 13~ bi—l;3(ti) =
L=t L=t [ L= Lin— L= [ L8 Lia— L
: : b )+ b (t)]|+ . b, (t)+ b, ot +
hi71;3 ( hi71;2 ( hi*l;l 171'0( l) hi;l 1'0( l) hi,'2 hi;l 1'0( l) h,-+1;1 l 1'0( l)

ti+3_ti_ i i ti_ti.b ( ) Lina =1 b (t) +ti+3_t: Li—lin b ( ) Lzl b (t)
0 i+1;0\%i 1,0 i+2; 0\
hi;3 hi;2 i hi+1;1 " l Ricia \ M " l hi+2;1 " l
=43 =
L=l Ll
. +O=
hl*l 3 hi*l 2
Donc | a _ hifl;l.hifl;l
i,1;3 7
l hi*l;3 hi*l;Z

Vérification dans le cas équidistantou ;= j , h;, =k :

— 1 ) 9 .
=6 C est ce que I’on attendait !

N | —

1
ai,l,-3_§'
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Quatrieme coefficient :
a; 1.4 = bi;3(ti) =

0+
Livg=li [Li— by [8i— 1 lis—l Liva= i [ Li— i Liva—l,
. . -b. t)+ b £+ . -b. t)+ -b. t. =
h,'+1;3 h,'+1;2 ( h,'+1;1 l+1,‘0( :) h,-+2;1 1+2;0( :)) h,-+2;2 ( h,-+2;1 1+2;0( 1) h,-+3;1 1+3;0( ;)) ) 0

Donc|a; ., =0 | c’est ce que I’on attendait

Une vérification plus importante est: @, ., + @, ., + a; |3+ a; 4= 1
Si ce n’était pas le cas, une translation des points de contrdles ne donnerait pas une translation de la
courbe. Elle serait donc dépendante du choix de I’origine.

Régle utile pour les simplifications :

hi+k;l + hi+m;k—m = ti+k+l - ti+k + ti+k - ti+m = hi+m;k+lfm2

hi;l ) hi;l + hi72;2. hi;l + hi;z .hifl;l + hifl,-l.hifl;l
hiss hivo higs My Miys by higs i
h‘;l.hi;l'hiflﬁ + hi72;2.hi;l'hi71;3 + hi;Z.hifl;l'hifZ,G + hifl;l'hifl;l'hifz;z»
hi72;3'hi71;2'hi71;3
hi72;2) + hifl;l'hifz,s'(hi;z + hifl;l)
hi72;3'hi 2'hz ;3
h‘y.l-hi,lyg-(\hi,zﬁ) +h,

+0

Ay ra . va, s, ra; =

h"l'hifl,&.(h‘

i;

12l
zfl;l'hi72;3'(hi71;3)
hi72;3'hi71;2'hi71;3
— h‘;l + hi*l;l _ hifl;z -1

hi i hi i

C’est magique ! Ca marche !

Cherchons les coefficients de la premiere colonne, a; 4., @ 3.1, Gis.y 5 @, 1.

Ce sont les coefficients du polynéme de b, 3.;(¢) , écrit comme polyndéme en (7 — ¢,)’ .

Rappelons que :
t—t, | t—t; |[t—t; it L=t |11, ti.3—t
b, (t)=—L Ll—Lb () + L2—b, ()| + L2 —Lh () L2—b ., (1)
/3 h s ( hj., (hj;l 70 hjoa o hjoro \ By 7 b hjwan 20

Loa—t | t—=t., [t—t, tis—t toaa—t [t—t, tia—t
+ ;14 ( j 1'( b l0) 45 'b/+2:0(t))+ b ( Pl .bj+3"0(t)))

[ B Bios s | Bjern B

et
Si(t) = bi73;3(t)'Ui71 + bi72;3<t)'Ui + bifl;3(t)'Ui+1 + bi,-3(t)'Ui+2

Donc
a, 4., estle facteur de

(t—1) (7)
a; 5., estlefacteurde (¢ —¢,)° de b,_5;(t)
a,,., estlefacteurde ( ) (¢)
a; ., estle facteur de ( ) (¢)
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t—t. t—t._, [t—t. ;- -t
bl_73;3(t) — t13.( t13.(t 173.bi73;0(t) + Lt'bl_iz"o ([)) + t, t (t 172.bi72;0(t) +

hi73;3

La—t | t—=t, 5 [t—t,_ t—t L=t [t—t,_ tio—t
+ — 2. z.bi—2;0(l)+—.bi71;0([) + l’bi—l;o(z)"' b,
hiss hi_s s ; ; : hi_y

hi73;2 hi73;1 hi*Z;Z hi72;1

t€lt,,t,,,], donc b;.(¢) =1 seulement si;j=i.
Cela simplifie :

{i—t f—t fi—t
bisslt) =0+ == ( 0 + ! .(0+ 1 ) )

hi72;3 hi*l,'Z hi;l
t—t_ ,t—t_ ., t—t,
b; (t) == l+l. i+1 . i+1
' 3'3( ) hiss  hiy, h; .y
=)+t — i \(U—4) 0t — 1 (T—0) 10— 1,
b = T e ()4t (1) 20
i-2:3 i—1;2 irl
t—t;)— h,, (t—t;)— h.., (t—t;)— h,.
bi73‘,3(t>:_< l) z,l.< l) z,l.( l) iyl
hi*Z;3 hifl;z hi;l
b (t)_— ((t_tz)_hl 1)3
e h172;3.hi71 2 hi;l
b173;3<t) -
1 3 3h. 307
- (t=t,) + 1 (t—1,) - Ll (t—t,) +
hi—z,-3'hi—1,-2'hi,-1 ) hi72;3'hi71;2'hi;l ( l) hi72;3'hi71;2.hi;l ( l>
1 ; 3 ) 3,
bi54(t) =- (t=t) + —————(t—¢t,) - —EL .
} 3( ) hi-2,-3'hi—1,-2'hi,-1 ( ) hi72;3'hi71;2 ( ) hi72;3'hi71;2

Les 4 facteurs, donnent les 4 coefficients : @, 4., ; a@,3., ; 4;,., et @,
On retrouve la valeur de @, ;

On a donc :
h 1 . .
a; 4= # =5 dans le cas équidistantou ¢;=j, h;, =k
i—2;3 "Yi—1,2
3h,.
a,,, = ——— = -3 dans le cas équidistant
o hisshiy.,
3 3
Y = — dans le cas équidistant
2 hi72;3'hi71;2 6 au
1

i1 =~ . dans | cquidistant
P41 h o, h ¢ dans le cas équidistan
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Cherchons les coefficients de la deuxiéme colonne, @; 4.0, @i 3.2 2.0, ;12

Ce sont les coefficients du polyndme de b,_,.5(¢), écrit comme polyndme en (7 — ¢,) .

Rappelons que :

t—t; t—t. | t—t; t.,—t tigs—t [t—t,, ti 3t
b (1) = ( ( Ly 1) + 22 -b,»ﬂ,‘o(z))*L'(—”‘bm,ow” -b,+2,.o<z>))

hj; hiy \ hjy ' hj+1;1 hj+1;2 hj+1;1 hj+2;1

J J J

J+1.3 hj+1;2 Jt11 hj+2;1 hj+2;2 hj+2;1 hj+3;1

tog—t | t—t.. [t—t., tia—t toa—t [t—t., {4t
+ ;14 ( j 1'(h b 1)+ 27 'bf+2:0(t))+ » ( Pl .bm;O(t)))

et
Si(t) = bi73;3(t)'Ui71 + bi72;3<t)'Ui + bifl;z»(t)'Um + bi,-3(t)'Ui+2

Donc

a,,., estle facteur de | )

a, 5., estle facteur de )

a,,., estlefacteurde (1 —1¢,)' de b; 5.
a;,., estle facteur de ( )

t—t,;
b, ,, (1) = —
23 hi_s 4

L=l | 1Ly [T, Liv—t L=t [171 Lisa— 1
: b, o\t)+ b, )|+ | —=——b,,t)+ b,y ot
et ORRU L et Lo e |

i—1;3

t—t, , [t—t, . o=t (1=t fi—t
2, S2b L o(t) F b, ()| + — b, t) + b, (2)
oo | By , ,

te[ti: ti+1] . dOHC b/O(t) = 1 Seulement Sl] =i.
Cela simplifie :
t_tifz ti+l_t ti+l_t ti+2_t
bi72;3(t): 7 'h : ) + \ .
i—2;3 i—1;2 i1 i—1:3

i;

i+2

hi*l;Z h‘l h‘2 h 1

i;

=ty b=ttt I, )

; 1,

t—t. , t—t.., t—t. t—t. t—t | t—t t—t.., t—t.
bl; ' (t): 172. z+l_ i+1 + 1+2'( 171' i+1 + z+2. i )
23 hi72;3 hi*l;Z hi;l hi*l;3 hi*l;Z hi;l hi;2 hi;l

t—t; t,—t,_ t—t; t,—t; t—t; t,— t;
bi,27.3(l‘) — ( l) + i i—2 5 ( l) + i i+1 5 ( l) + i i+l

(t_ti) iy . (t_ti> L . (t_ti) t— + (t_ti) tl— (t_ti) t -
hi 4 h_i. h; h., h;

L
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(t_ti>+hi72;2 (t_ti)_hi'l (t_ti)_hi'l

b, (1)= : 1 1y
2 hi_s . hifl;z hy,
(t_ti) — hi;2 . (t_ti> + hi*l;l . (t_ti) — hi;l + (t_ti) — hi;2 . (t_ti)
hiy s hiiia hi;l hi;Z hi;l
1 1 1
b, »s(t)=(t—t) + +
? 3( ) ( ) (hiz;3'hi1;2'hz 1 hifl,e'hifl;z'hi;l hi 5 hioh, 1)

n (t_ti)z.(hiz;z — hi;l — hi;l + hi*l;l — hi;2 — hi;l . hi;2 + hi; )

hi72;3'hi71;2'hi;l hifl,s'hifl;z'hi;l ; i
hzzl - 2hi;l.hi72;2 + hi;z'hi;l - hi;Z.hifl;l it + hz‘z-z )
hi72;3.hi71;2'hi;l hifl;z.'hifl;z'h‘; il
hi72;2 hi 01 hi;2 hi*l;l

. + .
hi72;3 hi*l;Z hi*l;3 hi*l;Z

+ (t—t,)

+

Les 4 facteurs, donnent les 4 coefficients : @, 4.5 ; 4; 3., ; @, 2, €t A; 1.5
On retrouve la valeur de 4, .,

On a donc :

Ai1.0= Zizjh]jlllz + h?:Z:i; = % dans le cas équidistantou ;= j, h,, =k
a,,,= h;z,l;zh},lllzzz UERH ;ihliij:zjll:';l,fil;l.hi;l + h,fl;zh, - 0 si équidistant
a5, = hlh,zzzzhflll lz_h,hll 1y hlh,l:;h},lllzz_h,hlll - hi1;23' i —g dans le cas équidistant

1 1 1

3
i 4.0 = + + = — dans le cas équidistant
hi72;3.hi71;2.hi;l hifl;3'hi71 ,-2'hi;1 hifl;3'hi;2'hi;1 6 q
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Cherchons les coefficients de la troisiéme colonne, @; 4.3, @; 3.3, 4i 235 ;13
Ce sont les coefficients du polyndme de b,_,.5() , écrit comme polynéme en (7 — ¢,)

3

Rappelons que :

t—t; | t—t; |[t—t; tin,—t ti3—t [t—1;, ti—t
bj:3([) = j‘( j'( j'b/"O([) + 12 'bj+1;0([)) +L'( h y 1‘bj+1,-o(l)"' - 'bj+2,-0(l)) )

By | hyo \ by 7 B Brio | B Bios

J J J

U R Bios Brors | Bjern B

Loa—t | t—t.,, [t—t., {o—t Lot [t—1 ., [t
n ;l 4 ( J 1.( J l.bj+1;0(t)+ J*3 .bj+2,‘0(t))+ AL 4 ( J 2'bj+2;0(t)+ J+4 bj+30(t)) )

et
Si(t) = bi73;3(t)'Ui71 + bi72;3<t)'Ui + bifl;z»(t)'Um + bi,-3(t)'Ui+2

Donc

a;,.; estle facteurde (¢ —1t,)

a, 5.5 estle facteurde (¢ —t,)

a; ,.3 est le facteur de (t — t,-)l de b, |3
(£ 1)

a;, . estle facteur de (r —¢,

I=ty [T—1;, Lin—t Lol [ I, Lig—1
'bi— : (t)"' 'br (t) + ' 'br (t)"' 'bi+ : (t)
hi1a (hil;l Ho hiq 0 By o B Ho

t—t,;
b, ()= —
b hi_is

tia—t | t—t [t—t, tiy—t taa—t [t—t,, tia—t
= ( ( 'bi,-o(t) + . 'bi+1;o(t)) + 2 ( l'bi+1;o(t) + - ’bi+2;o(t)) )

hi;3 hi;2 hi;l hi+1;1 hi+1,‘2 hi+1;1 hi+2;1

t€lt,4,], done b_;,-o(l‘) =1 seulement sij=1i.
Cela simplifie :

t_tifl t_tifl ti+1_t ti+2_t t_tl
bifl,-z.(t) = 7 ( 7 . p + P . p
i-1;3 12 i1 i -

1 L

to—t 1—t, t—t,
_t_til.( t_tifl.t_tﬁl +t_ti+2.t_ti) [l t_ti,t_ti
h_1, hi, By hoy | T his iy B

L

1

hi*l;Z hi;l hi;Z hi;l

bH,g(t) :_(t—ti) + ti—til,( (t—ti) i1 (t—ti) +t—t,, N (t—ti) +ti_ti+2.(t_ti))

(t=t:)+ ti—tis (1=1,) (t=1))
- h,, h, h,

i i;

bi71;3<t) - _ (l‘—l‘;/l)‘+ '/’lil;l ( (t—ti) +/’li71;1 (l‘—l‘i) - hi;l (l‘—l‘i) — hi;2 . (t—[i))

(t=t) = his (1=1) (t=1)

- h, h., k.

Ly L Ly
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-1 -1 -1
b, 5(t)=(t—1t)" + +
1'3( ) ( ) (hil;3 hiyo by By hi;2 i hi;3 hi,-h, 1)
N (t—tl)z( hi;l — 2hi71;1 hi;2 hi i + hi s )
hiois hi*l;Z.hz 1 hifl;z. hia-hiy his hi;Z hi;\

Les 4 facteurs, donnent les 4 coefficients : @, 4.3 ; 4,33 ; ;.3 €t a; ;3
On retrouve la valeur de @, ; 3

On a donc :
b 1 o N _

A, ;= ————— = — dans le cas équidistantou #,= j, h,, =k

o hi by, 6 ' '

20y 0 _hzgfl'l hiy 3 . ‘1

= — — + ' = — si équidistant

23 h171,3.hi71;2'hi;1 hifl;3'hi;1 6 1
hiy—2h, hiy—hi 1 3

a.q = ' ' + ' ' ==4d 1 cquidistant
@i hivs-hivo-hin hiys-hio-hiy o hio-hig 6 NS e Cas EquIdistan
a4 = o * = sl = —2 dans le cas équidistant
i,4;3 hiil;:i 3 hiil P A hi;l hiil;3 3 hi;z 'hi;l hi;3 A hi;z 'hi;l - 6 ans 1€ cas equl 1Stan
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Cherchons les coefficients de la quatriéme colonne, @; 4.4 7 @; 3.4, Gi .45 Qi 1.4
Ce sont les coefficients du polyndme de b,.5(¢) , écrit comme polynéme en (¢ — ¢,)

3

Rappelons que :

t—t, t—t;, [t—t, ti ot Lzt [t—t,, ti 3t
bi;4([): ( ( ) ‘bi;O(Z) + . ’bi+1;o(z)) +3—'(—1'bi+1;0(l) + - ’bi+2,-0([)) )

hi;3 hi;2 hi+1,'2 hi+1,'1 hi+2,'1

i+1;3 hi+1;2 hi+1;1 hi+2;2 hi+2;1 hi+3;1

t,—t| t—t t—t, ta—t toa—t |1t t,,,—t
+ ;4 ( Hl'( l+1'bi+1;0(t)+ - b (t))"' - ( l+2'bi+2;o(t)+ e 'bi+3;o(t)))

et
Si(t) = bi73;3(t)'Ui71 + bi72;3<t)'Ui + bifl;z»(t)'Um + bi,-3(t)'Ui+2

Cela simplifie :
t—t. t—t. (—t. 1
b (t)=— — — b ()=(t—-t.) | ———m—
l,4( ) hi;3 hi;2 hi;l lv4< ) ( l) (hi,"j.hi;z.hi;l)

t€lt,, t,,,], donc boft) =1 seulementsij=i.

a; 4.4 estle facteur de (t — ti)3 de b,-,.3(t) , donc

a = 1

S hi;3 ’ hi;2 ' hi;l
=0

; @i24=0 ;a,,,=0

3

1 .
=5 dans le cas équidistant ou ¢, = Jj , h;, =k

a;3:4
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Résumé - résultat - conclusion des calculs précédents.

U, ;1 A2 Q413 4igca
2 U. A 5.1 A nr A ny A .
=1 et (et P = Plode| Vo | avee a=|%n Gan Gias o
U, Aiz.1 432 Q3.3 434
) P41 i4;2 i 4:3 i4:4
U a a a a

4,.
La courbe (B- spline) définie par s( ) s,( ) pour (€[t;..t;,,],
l‘

h_/;k = tj+k , donc /’l = h
h;., ) hi;l hi72;2. hi;l + hi;2 .hifl;l hi*l;l. h 0
hi72;3 hifl;z hi72;3 hifl;z hifl;s hifl,-z hifl;s hifl;z
—3h;.
# a; 5.2 a;1:3 0
A= i72;33 i—1;2
2 . . 0
hi72;3'hi71;2 sz i3
—1 4 4 I S
hifz;3'hifl;2'hi;l i e hi 3 hi;2 ’ hi;l
a — hi;l - 2hi72;2 + hi;z'hi;l - hi;Z'hifl;l - hifl;l'hi;l + hi'2
P22 hiyshiy, hioyshioy o hyy hi_y5h;
0 .= Rigo =2hy  hiya—hip—hiy 2
b3z hiy.3hiy.00h; hioy3 hiyoh; hi oy 3hiy
1 1 1

A; 49 = +
4 hz 2; 3'hz 1; 2'hi;1 hifl;3'hi71 ,-2'hi;1 hifl;3'h
2hl 1;1 hl 1 hl 1,1 + hi*l;l

a .
23~ hifm : hl*l;Z hi;l hifl;z. : hi i1
a _ hi;l _2hi71;1 + hi;2_ hi*l;l + 1
na hivs hivohiy  hiys-hig-hiy hioehiy
—1 —1 —1

Ui
K o Oz g U
. , . . — 2 3 (oA a . . (04 i
Si on désire avoir Si(l‘i+T'hi)— (1 T T 7T )O a”ﬂ a 2;2 a”“ a 2410 !
i3 @iz Qs Oisgl \U,,
Xigr Aian gz Kiag U
i+2
On a la relation : =" r=h i n o4 k=14
nalarelation: o ;,, =h' “a; =7 i wn o .4 .
i

Pouri=1.n,0na
V.=slt ) (l)_ail'l'Uifl+ai1'2'U‘+ail'3'Ui+l
pz—S(‘): '(t)—azlez1+a122U+a123Ul+1

s"'(t)=s"(1 ‘)_ai,3;l Ui+ ai;,Ui+a; 55U,
La relatlon entre les Vi etles U,; peut s’écrire matriciellement, ce qui permet de passer des points de
controles des B-spline au Math-spline et vice-versa.
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Comment déterminer les deux points de controles Vy et V,.i de la Math-spline pour faire coincider les
deux courbes ?

Pente au départ= p, = s'(t)=s"(t))=ay ., Up+a, ,, U +a,,5U,.

Pente a arrivée = p, = s '<tn) =S 'n<tn) =a, U, +a,,,U,+a,,5U,,,.

s' (t) n’est définie quen t=¢, et s ' (t,) est plus facile a calculer que s',; (¢,).

Pour la Math-spline, ces deux pentes sont libres de choix.

Reste a définir un lien entre ces deux pentes et les deux valeurs Vet Vi .

On veut que les conditions suivantes soient réalisées :

) pr=a,,Ugta ,,U +a ,;U,

2) Vi=aUy+ U +yU, avec a ; B ; y libres

3y Vi=a . wUs+a,,Ui+a ,5U,

4 py=AV,—uVy avec A ; u libres

On veut donc exprimer ¥, en fonction de U,, U, et U,, qui permette de déterminer p; qui satisfasse la
condition 1), qui décrit la dérivée en début de courbe.

De ces 4 égalités, faisons disparaitre p;, Voet V.
1) =4) et substituons 2) et 3), pour obtenir :

a, . Ug+a, U +a ,3Uy=Aa ,Ug+ Aa U+ Aa Uy~ waly—wpU,—uwyU,

En réarrangent les termes et mettant les U; en évidences :
Uo'(al,z;l - )L'al,l;l + A“'O‘) + Ul'(al,z;z - )L'al,l;z + ;“'/3)) + Uz'(al,z;3 - )L'al,l,s + M'J/) =0

On veut que 1’égalité soit vraie quelles que soient les valeurs des U, , il faut donc que :

1

) U= —A. _ L.
Qon = ha rua=0 et =% whoea

) +u-f= — A, L.
a5, Aa v f=0 et p= Wi T %o

1

Cda o ey= _a, L
Ay = Aay 3t wy=0 Y= %0~ was

Un choix naturel est : A = u =1 . Avec ce choix, onobtient: p, =V, —V, et
A=a, ., — a4, ; B=a,,,—=0 ., ; ¥Y=0a,,3—0,,;.

Donc: |V, = (al,l;l - al,z;l)'Uo + (al,l;z - al,z;z)'Ul + (al,l;3 - al,2;3)'U2
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Faisons des calculs similaires pour déterminer V., .

On veut que les conditions suivantes soient réalisées :

D p,=s'(t,)=s"(t,)=5"(t,) = ApoaUp i+ @,00U,+a, 55U 4
) Vu=aU,  +pU,+yU,, ,avec a ; B ; y libres

)y Ve=a,,,wU,*ra,, U, +a,,3U
4 p,=uV, ., — AV, avec A ; u libres

n+l

On veut donc exprimer V,:; en fonction de U,., U, et Uy, qui permette de déterminer p, qui satisfasse

la condition 1), qui décrit la dérivée en fin de courbe.

De ces 4 ¢égalités, faisons disparaitre p,, Vet Vi .
1) =4) et substituons 2) et 3), pour obtenir :
a,, U, +a,,,U,+a,, U, =walU,  +upU,+uyU,,—*ra,, U

n

En réarrangent les termes et mettant les U; en évidences :
1 1 4 1 1
Unl'(z—ﬂ,’g'F‘u'O( M'/J)— A,g uy— A,g— E):O

Unfl.(an,Z;l + A’.an,l;l - Au.a) + U ’

n

+ Un. + Un+l.

On veut que 1’égalité soit vraie quelles que soient les valeurs des U, , il faut donc que :

_ 1
an,z;l+).'an,l;l—,u'05—0 et O{:%'an l'l+ﬁ.an2'l
) ( ) e
A, 0t Aa,, ,—uwpf=0 et ﬁ:%'anl-z"'ﬁ'anz-z
| v / T

a + Aa —uy=20 — A, + .
n2:3 n1;3 Y= 13T ga, s

) )

Un choix naturel est : A = u = 1. Avec ce choix, on obtient: p,=V,., =V, et
A=, 1., %A, 5 B=0,,,%0,,5 5 Y=0a,,5%0,,;.

Donc: |V, = (an,l;l + an,2;1>.Unfl + (an,l;Z + an,z;z)'Un + (an,l;3 + an,2;3>'Un+l

an,2;2 + A‘.an,l;Z - Au.[))) + Un+l.(an,2;3 + A‘.an,lﬁ -

-1 A'anjl;z'U

u:

)

n

Y

—Aa, U

0

n+1
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Ecriture sous forme matricielle du passage des U, aux V.

Vo Ao,1:1 Qo2 o3 0 0 0 0 U,
Vi Qi Qa2 4 0 0 0 0 U,
V, 0 Ay 1.1 y12 Ay 0 0 0 U,
Vil = 0 0 as ;1 432 asz ;3 0 0 ol U,
Vo 0 0 0 11 Y112 Y153 0 U,
v, 0 0 0 0 Ay 1 Ay a,1:3 U,
Vi 0 0 0 0 uetin Qi 12 Guerns] | Unen

Ici, n=5.11y a5 points de passage et 7 points de contrdles.
Ao1;1 =110 Ao 5 Qo12= 110~ Q1a0 5 Goi3= 011,37 103

A1 = ata,,.0 5 Qi 12=0,10%7 4,5,

b

A 13=a,1.31a,,4

5
Donc le passage des points de contrdles de la B-spline aux points de contrdles de la Math-spline est :
Vo= (al,l;l - al,2;1)'U0 + (al,l;z - al,2;2>'U1 + (al,l;3 - al,2;3>'U2 ;
Ve = (an,l;l + an,2;l)'Un71 + (an,l;Z + an,z;z)'Un + (an,l;3 + an,2;3>'Un+1

Vi=a Ui ra Uit a;, 53U, pour i=1.n

Passage des points de contrdles de la Math-spline aux points de contrdles de la B-spline.

Le passage des points de controles de la Math-spline aux points de controles de la B-spline nécessite la
résolution du systéme d’équation. Vu que la matrice est tri-diagonale avec diagonale dominante, le
calcul est assez rapide. Les V; sont donnés, on cherche les U..

Pour obtenir une matrice tri-diagonale, combinons les deux premiéres lignes et les deux derniéres.
Substitutions :

a a a
01,3 . 01,3 . —n . _ 1 . %3
Ao1,1= 4,11 411 Ao ;2= Qo127 1152 s Aoy 3=0 5 Vo=V,—V,

b

a3 ap i3 a3
Ayar 101 it 151 Apirn;1
A 11=0 5 a1 2= Apay 1270y 12 s Q13 = Quer 13~ Ay 13", Via =Vt=V,  ———
y1:1 nl;1 a, 11

Résolution :
Ift,=0 ; diagy=ay,., ; rigty=ay,, ; 40=V,
Mt (= a1 5 diag,.,=a,., 5 ; 1igt,., =0 ; q,, =V, (desvaleurs substituées)
Ift, = a1 diagi:ai,l 2 rigt,., =0 ; q,=V,, pour i=1l.n
I Ift;

b

fori=1 to n+1 do diag, = diag, — rigt, and ¢,= ¢, — ——q;_,
diag; diag;
— qn+l
! diagn+l

q;,—rigt; U, . .
for i = n downto 0 do UiZW Ilya n+2points ; n=nb_points - 2.
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Vérifications !

Il est peu probable de faire tous les calculs des pages précédentes sans faire d’erreurs. Il est donc
important de faire plusieurs vérifications, qui permettrons de détecter les erreurs.

De méme, lors de I'implémentation informatique, les vérifications suivantes permettrons de détecter
des erreurs de codage.

On désire qu’une translation des points de controles donne la méme courbe translatée.
Sinon, la courbe serait dépendante du choix de 1’origine.
Cela implique les 4 égalités suivantes :

1) a ., *a,,,+a ,3+a =1, vérification qui a déja été faite.
2) Ar ¥, A ,5%0;,,,=0
3) @50 % A 50% A 55%0;5.,=0
4) ;41 * 4% a;45%8,,,=0

Régle utile pour les simplifications :
hi+k;l + hi+m;k—m Sl Lk Yl — Ly = hi+m;k+lfm2

hiy=h, +h his=hiy+ h +h

b

2) donne
—3h, + hin = 2hi 55 + Pig iy = highi o = hioyyhiy + hia
hi72;3'hi71;2 hifz;3'hi71;2 hifl;3'hi71;2'hi;1 hifl ,-3'hi 01

4 2hi71;1'hi;l - hzgfl;l + hi*l;l
hifm : hifl;z : hi;l hifl;3 'hi;l

.hi;l + 1 g0 + Pighig =l hi v — byl + highii
hi72;3'hi71;2 hifl;z.'hifl;z'hi;l hifl;3'hi;1'hi71;2
2hi71;1'hi;l - hzgfl;l + hifl;l'hifl;z

+
hifm : hifl;z : hi;l hifl;3 'hi;l'hifl;Z

_ hi;l + hi72;2

hi72;3'hi71 ;2
+ hi;z'hi;l - hi;z'hifl;l - hifl;l'hi;l + hi;Z'hifl;Z + 2hi71;1'hi;l - hil;l + hifl;l'hifl;z

hifl;3'hi71;2'hi;1 hifl;3'hi;1'hi71;2 hifl;3 ' hifl;z ' hi;l hifl,s ' hi;l'hifl;Z

_ hi;l + hi72;2

hi72;3'hi71 ;2
n hi;z'hi - hi;Z.hifl - hifl'hi + hi;z.hifl;Z + 2hi'hi71 - hifl'hifl + hifl'hifl;z

hifl;z» : hi : hifl;z

. hi;l + hi72;2

hi72;3'hi71 ;2
n hi;z'hi - hi;Z.hifl + hi;Z.hifl;Z + hi.hifl - hifl'hifl + hifl'hifl;z

hifl,s : hi : hifl;z



20.1.2023 Math-spline, définition, étude, construction et liens page 46

_ hi+hi s

hi72;3'hi71;2
. (hieithy)-hy = (R4 b))y + (B +hy)- (R by ) + by — by + (Bt b )

hifl;3 hi by,

_ hi, + hi72,2

his:3 by, / / / /
N h,.+1-h,.+h,.-h,.— —h +h o h +h)ﬁ, vHhihi ¥ hieh +h h,.' “h,_, +h,.-h,.,1+h,.’ i1

z 1,3 h hz 1,2
B h,+h_,+h_, N 2h,h, +2h h. +2h-h,_
hi72;3'hi71;2 hifm : hi' hifl,-z
_ —2:(hi+hi+hiy) by b+ (2R hi+ 20 b+ 2Rk ) by
hi72;3 ’ hifm “hi by

_ 2._<hi thiy+ hig) (B v h+hioy) - b+ (hyyhy + hihy+ b ) - (b + iy + by

hi72;3 : hifm : hi : hifl 2

=0. C’est long, mais c’est magique.
11y a peu de chance d’avoir ce résultat avec une erreur dans les coefficients de la matrice !

3) @50 % A 5,% Q55+ 0,5,,=0
« Cette vérification est laissée en exercice. » On dit cela quand on n’a pas envie de le faire soi-méme.

4) a4 * A 4,%0a; 45+ a; 4., =0, cette vérification est facile.
—/ v 1/

+ + 1/ + 1/
h, i—1;2 hi;l h_ / ifl;z'hi;l h i 1,-2'hi;1 hifﬂi;fhi;l hz3/z(2 ’ hi;l
1 7~ —lr7 Yy

+ + =0
71;3)1‘(1;2 ’ hi;l hiﬂ)/i;z ’ hi;l hi; i;2 'hi;l

Une autre approche est tentée dans les pages suivantes. Elle n’aboutit pas a un résultat final, mais
donne plusieurs vérifications possibles.
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Cherchons une matrice 4 rendant la courbe spline deux fois contintiment différentiable, pour

retrouver la matrice liée a une B-spline.
Ay Gy, dy3 4y i-1
Ay, Gyy Ay Gyy

U.
v,

o ’ ’ ’ "*lo
as. A3, Q35 a4 (U,
U

i+l
i+2

Ay Ay, Q4 G4y

Sl<tz+1): (1 hi hlz h? o ; y,n Gy3 4l iy
Ay, A3, G35 asg| U,
a4 1 a4 2 a4y3 a4,4 Ui+2
by by by byl | U,
Si+1(ti+l): 10 0 0 bya bry by by o Uin
by, by, by, by, |U,,

Les a;.x vont dépendre des 4.
Les b;.x doivent dépendre des 4; de la méme maniere que les g;. avec la valeur de i décalée de +1.

Pour tout U, les conditions a remplir sont :
Si<ti+l) = Si+l(ti+l)

S[(ti+l) = Si+l(ti+l)

s;' '(ti+l> = Sin ”(ti+l)

siltin) = s (101)

L’¢égalité doivent étre vraie tout U, elle impose des conditions, qui se décompose en 5 équations :
alY.1+h,<-az;l+hf-a3‘.l+hf'-a4;l =0

a,,thea, v hay ¥ ha, , = b,

al;3+hi'a2,-3+hi2'a3;3+h?'a4;3 =b,,

a, thea, +hay ha, = b,

0=5,.4,doncaussi: 14=0 qui a été vu précédemment.

La premicere condition se vérifie facilement :

hiyh; +he —3h;, + hlz 3 N hf- -1
hi72;3'hi71;2 hi72;3'hi71 2 hi72;3'hi71;2 hi72;3'hi71;2'hi;l
h —3h 3h; —h

= + + + =

hi72;3.hi71;2 hi72;3.hi71;2 hi72;3.hi71;2 hi 2;3.hi71;2

Les autres conditions sont plus compliquées a vérifier.
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S 'i<ti+l) =S 'i+l(ti+l>

L’égalité doivent étre vraie tout U, elle impose des conditions, qui se décompose en 5 équations :
a, ,+2 hi-a3;l+3hl<2-a4‘.l =0

azy.2+2hi-a3‘.2+3]1?-614;2 =b,,

a,,+2h;-a; +3 hf-a4‘.3 =b,,

az;4+2hi'a3;4+3h?'a4;4 =b, 5

0=b,.4, donc aussi : %24 =0 qui a été vu précédemment.

La premicere condition se vérifie facilement :
—3h, 3 2 —1
— s op—= 4 3K
hi72;3'hi71;2 hi72;3'hi71;2 hi72;3'hi71;2'hi;l
—3h, 6h, —3h,
= + + =0
hi s ;3'hi71 ;2 hi ;3'hi71 ;2 hi72;3'hi71 ;2

Les autres conditions sont plus compliquées a vérifier.

s ' 'i(ti+l) = S”i+l<ti+l)

L’égalité doivent étre vraie tout U, elle impose des conditions, qui se décompose en 5 équations :
2a,,+6h;-a, , =0

2a,,+6h;a,.,=2b,

2a;5+6h;-a,,=2b,.,

2a;.,+6 hra,., = 2b;.4

0 =05, donc aussi: %4 =0 qui a été vu précédemment.

La premiere condition se vérifie facilement :

3 —1
2— 4 6h;
hi72;3.hi71;2 hi72;3'hi71;2.hi;l
2-3 —6
hi72;3'hi71;2 hi72;3'hi71 2

Les autres conditions sont plus compliquées a vérifier.
On peut les vérifier numériquement sur des exemples, cela peut étre utile pour vérifier le programme.
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. r r . l]nAz :UZ ) U3
Les B-splines fermées dans le cas de temps ¢ non réguliers. 5 °
Dans le cas du dessin, n =7 Unt =U g 53 U,
/ °
Le but est de rajouter un segment s,, pour que la courbe soit [ s
fermée.
Pour cela, on va rajouter un point U, et le segment s, R

associé aux points Uy, Uy, U, et U, , et permettre de o _® St U
modifier la position des points U,.1, et Uh. 0= Un ol
On veut que ce segment termine sur Uy, soit C' et C* en U.

Les conditions de continuité, de continuité de la dérivée et de la dérivée seconde sont satisfait entre s,.1
et s, siona comme d’habitude :
S,,(tn+ T) =..

Par contre, trois nouvelles conditions doivent étres satisfaites pour avoir la continuité de la courbe, de
la dérivée et de la dérivée seconde.

Il faut donc satisfaire :

Su(tar1) = s1(th), (ta1 = £, + 1). Donc

AU, va,, U n*a, 3Up=a, 0 Usta U +a, 53U, et

§ u(ter1) = 5"1(t). Donc
Apay o7 U, + a0 207U
8" u(ter1) = 57 1(t). Donc
Aoy 317U, + 005U

n

¥t 5Un=a,,,Ug+a ,,U +a ,;U,

n

w1 ¥ 33U n=a, 5, Ug+a, 5, U +a, 55U,

Dans le cas ou I’on a choisi : 4,.; = h;, avec par exemple %, = &, = distance entre U, et U,.

On vérifie qu’elles sont satisfaites si et seulement si :
Uy=U, et U,,,=U, et Uy=VU,

En conclusion, pour fermer une B-spline, il faut ajouter un point virtuel U,.,, le placer sur le point U,
et placer le point U, sur U, et placer le point U,y sur U, .

la Math-spline fermée liée aux points ¥V, a Vuu correspondant aux points Uy a Uy, donnera la
méme courbe que la B-spline fermée décrite ci-dessus.
Attention que la B-spline fermée posséde un point de plus que la Math-spline fermée !

La modification de la position des points U, et U, modifiera la position des points Vo, Vi, Vi et
Va1 , donc la courbe Math-spline. Mais elle ne modifiera pas la position d’autres points.

Pour une Math-spline fermée, les points ¥y et V. sont ignorés.

Ces modifications des points U, et U,.; permettent de fermer la courbe en la gardant lisse, sans
perturber les segments s, a §,..

Si une courbe d’une Math-spline est fermée, alors la B-spline correspondante aura automatiquement
U,,=U, et Uy=U,.Fermer la B-spline donnera la méme courbe que la Math-spline.
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Tableau de différents cas de comparaisons des B-splines et des Math-splines

Comparons diverses situations de liens entre B-splines et Math-splines

dT=1 dT = distance entre points
B-spline  Ouvert Fermé B-spline  Ouvert Fermé
Math-spline Math-spline
B=>M OK B=M OK B=>M OK B=M OK
Ouvert M=>B OK M=>B X Ouvert M=>B OK M=>B X
B=M X B=M OK B=M X B=M OK
Fermé M=>B OK M=>B OK Fermé M=>B OK M=>B OK

« B=>M » signifie : « déplacer un point de la B-spline et met a jour les points de la Math-spline »
« M => B » signifie : « déplacer un point de la Math-spline et met a jour les points de la B-spline »

OK signifie que les courbes correspondent apres le déplacement de point.
X signifie que les courbes ne correspondent plus forcément aprés le déplacement de point.

Cas de B-spline ouverte et Math-spline fermée :

il est normal que déplacer un point de la B-spline ne permette pas d’avoir correspondance des
courbes, car pour une courbe fermée, des points de la B-spline doivent se superposer, ce qui n’est
pas impos¢ lorsque la B-spline est ouverte.

déplacer un point de la Math-spline forcera les superpositions de points de la B-spline pour qu’elle
donne une courbe superposée a celle de la Math-spline.

Cas de B-spline fermée et Math-spline ouverte :

° il est normal que déplacer un point de la Math-spline ne permette pas d’avoir correspondance des
courbes, car pour une courbe fermée, le premier et le dernier point de la Math-spline sont impos¢,
ce qui n’est le cas lorsque la Math-spline est ouverte.

déplacer un point de la B-spline forcera le positionnement du premier et dernier point de la
Math-spline pour qu’elle donne une courbe superposée a celle de la B-spline.

En faite, il forcera également un positionnement du deuxiéme et de I’avant-dernier point.

Dans le cas ou les deux sont ouverts, il n’y a pas de contraires qui limite 1’adaptation d’une courbe sur
’autre.

Dans le cas ou les deux sont fermés, les deux subissent des contraintes qui permettent la superposition
d’une courbe sur I’autre.
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Annexe I, approximation de la dérivée seconde d’une fonction a partir de 3 points.

Pour calculer une courbe spline périodique, on a approximé la dérivée seconde au début et a la fin de la
courbe. Ce qui suit justifie ces approximations.

Soit f une fonction C?, donc deux fois continiment différentiable sur I’intervalle [ 2, ; 2]
tw <ty <t, donnés.
Avec: h,=1t,—t, et h,=1t,—t, , positifs tous les deux.

Ona:
ft,)= )+ [t h,+ £ (7)== ou T,€[1,]

f(tm> = f(to) - f'<t0>'hm + f”(Tm)'Tm ou Tme[tm;to]

Montrons que 1’expression suivante est une approximation de la dérivée seconde en .

flt)=f(t) _ flt)=f(t,)

h, h,, he
h,+h,
2f'(t0) + hp.f”<rp) B 2f'(t0> + hm.f”(rm> —
h,+h,
h . rr ,L_, + h . rr T
A ; ) " h’" f(z) qui est une moyenne pondérée de la dérivée seconde avant ¢, et apres 4.
P m

Cette fraction est plus grande que Min( f ”(Tp) o f ”(T,,,)) et

plus petite que Max(f ' '(Tp) f '(Tm))

Vu que la dérivée seconde f''(¢) est continue, la fraction est donc égale &
f"'(7) pourun 7,€[7, 7,].

C’est donc une approximation de la dérivée seconde en ¢,.
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Annexe 1.
Vérifications que la courbe obtenue par B-spline est deux fois continiiment différentiable.

Rappelons que :
1 4 1 ol U,
1 -3 0 3 0 U.
(t.+71) g(l T 7 7)o 3 _6 3 ol Ul:l Donc
-1 3 =31 U..,
(t+71) Ly U, + 4U,+ U,
i 6 i— i+1

(-3U,, +3 U1+l>
Tz'( 3U,_,—o6U, +3U1+1)
T3'( —U,_+3U, - 30U, + Ui+2) ]

Calculons la dérivée de s(t).

s'(tﬁr)z%-{ -3U, +3U,,, +
( 6U, , — 12U,+6U,,,) +
P(=3U, ,+9U, —9U,, +3U,,) |

Calculons la dérivée seconde de s(t).
s''(t+7)= U, , —2U, + U, +
T'<_U>1 +3U;, =3U,,+U,,) }

1

Vérification de la continuité en .

1
Sl(tl+l) 6 {U + 4U + U1+2 1+1(ti+1) OK

Vérification de la continuité de la dérivée en t,.

1
S’l<tl+l) 6 [ 3U +3U l+l(ti+l) OK

i+2

Vérification de la continuité de la dérivée seconde en t..

S”i(ti+l) = l'{Ui — 22U, +U,y = '1+l(ti+l) OK

6
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tn+l
Annexe III, montrons que s(f) minimise : f (f''(¢)) dt
31

Définitions :
1) CF=1’ensemble des fonctions f:[#,¢,.;]?R qui sont k fois continiment différentiables.
2) E =’ensemble f des fonctions C* qui satisfont la condition : f (¢,) =y, , pour i=1.n

Ly

Soit O la fonction qui minimise la valeur de f (f''(¢))dt parmi les fonctions f de E.
t

Cherchons quelles conditions doit satisfaire O .

Toute fonction f de E peut s’écrire sous la forme : f(¢) = o(t)+e-¢(¢t) pour une fonction ¢ de
C? satisfaisant la condition : ¢(¢,)=0 ,pour i=1.. n, etun €ER .

Considérons une telle fonction f (¢) = oz )+6 ¢(t). Ona:
L [ [

Jrr@pde= [ o (e)+ep(e)fde = f( () dt + 2-e f o' (1) (t)dt+ €| (¢"'(1)) dr

t t t t

! f f f
f o dt
trt+l

J (g (2)} ar

t

la fonction f(z) = o(t)+e ¢(¢) minimisera mieux ’intégrale désirée que la fonction of), c’est-a-
o

Si I’intégrale du milieu n’est pas nulle, en posant : € =

dire que I’on aura : f(f "(¢)Pdt < f Vdt .

tl 1

i

Donc pour que la fonction O satisfasse le minimum désiré, il faut que : f o''(t)¢"(t)dt=0
tl

Supposons en plus que O soit C* sur chaque intervalle [¢;..7,,,],i=1..n et intégrons par partie.

Ly n tin

[o(e) ¢ (2)dt = Zf w 9" (¢)dr

t i=l ¢

Zo_’@w]

—

o''(t) ¢'(t) =o' (1) ¢'(t)) + "' (13) - ¢'(15) — 0" (8,) - @' (1) +
o' (ty)- 9'(ts) — 0" (13)- ¢'(t3) + 0" (t5) - ¢'(15) — 0" "(24) - @' (2s) + ...+
O-”<tn)'¢'(tn)_O-”(tnfl)'¢'<tn l)+o-”( n+l) ¢ ( n+l)_o-”(tn).¢'(tn) -

f o'"'(t)-¢'(t)d (Tous les termes se simplifient, sauf celui en # et celui en £, )
iy

0" (tyn) - @' (tyn) =0 (1)) - 9" (11) + Zl 0'”(t)-g@]:”—i t,’flff"”(t)-g@dt

=1 ¢ R
=f =g =f =g
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Conséquence :
1) G”(tn+l>. ¢'(tn+l)_ G”(tl) * ¢'<t1) :0 Sl O-”(tn+l): O-”(tl) = 0

n

2) Z o' (t) ¢(1) ]?H = Z o'’ '(tm) . g/)(tm) — o' ”(ti)- q/)(ti) =0, car ¢(t;)=0 pour i=1..n,

! i=1

n

tl 1
3) Z f o'""'(t)- ¢(t)dt =0 si o(t) estun polynome de degré < 3 sur chaque intervalle [f,..7;,,] .
i=1 t
Dans ce dernier cas, O est bien C* sur chaque intervalle [¢,..7,,,] .

On voit que la spline naturelle s(f) vue au début de ce document satisfait ces conditions et donc
minimise ’intégrale désirée.

Si I’on impose aux fonctions de E qu’elles soient aussi périodiques, alors I’expression en 1) est aussi
nulle, car toutes les fonctions doivent avoir méme valeur, méme dérivée et méme dérivée seconde aux
extrémités.

Dans le cas ou I’on impose aux fonctions de E qu’elles aient une pente fixée au début et a la fin, on a
¢(¢t) = f(¢t) — o(t) pour une fonction f de E.

Donc ¢'(t,)= f'(¢t;,) — o'(t,) =0 carles pentes en #; sont fixées. De méme en ¢,.1.

Donc dans ce cas, la fonction spline étudi¢e au début de ce document est de nouveau celle qui

Ly

minimise I’intégrale f (£ (¢))dt , parmi toutes les fonctions de E satisfaisant les contraintes
t
demandées.

Autre démonstration.
En voici une autre, trés similaire.

Soit s(¢) la fonction spline étudiée dans ce document et une fonction f de E.

i e

[
On va montrer que : f (f''(¢))drt = f s''(t)dt + f (F(¢)—s""(2))dt

t t, t,
En conséquence la fonction s(¢) est bien celle qui minimise I’intégrale donnée.

Notons : ¢(z) = f(t) — s(z) ,tdonc f(t)=s(t)+ ¢(1)
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Caleulons : [ (7" (1)de = [ (s'"(e) + ¢ "(0)(0)Pdr =
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Pour conclure, il suffit de montrer que I’intégrale du milieu est nulle.

Cela se fait de la méme maniére que précédemment, en faisant deux intégrations par partie, en
remplacant la fonction O par la fonction s.



