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Exercice 1
Utilisons les indices 0 pour la Terre, 1 pour la fusée et 2 pour le projectile.
La vitesse de la fusée relativement a la Terre vaut V', = 0,600-c . B,, = 0,600
La vitesse du projectile relativement a la fusée vaut ', = 0,500-c. B,, = 0,500
On cherche la vitesse du projectile relativement a la Terre : V', =727 - c.
1.1 Classiquement : V', =V, +V , =0,600-c+0,500-c = 1,1-c .
La vitesse du projectile mesurée depuis la Terre dépasse la vitesse de la lumicre.

1.2 Selon la formule d'addition des vitesses de la relativité restreinte :
VotV _ 0,600-¢+0,500-¢
N Vo Vi 14+0,600-0,500

2
c

La vitesse du projectile relativement a la Terre est de 0,846 - c.
Elle reste donc inférieure a la vitesse de la lumicre.

Vi = = 0,846-¢

1

1.3 Notons avec l'indice 3 le deuxiéme projectile.
La vitesse du 2° projectile relativement a la fusée vaut V7, = 0,99999-c¢. B,; = 0,99999

On cherche la vitesse du 2° projectile relativement a la Terre : ¥, =727 - c.

Selon la formule d'addition des vitesses de la relativité restreinte :
yo= VatVis _ 0,600:c+0,99999-c
” Vo Vi 1+0,600-0,99999
1+——=-
C2
La vitesse du 2° projectile relativement a la Terre est de 0,9999975 - c.
Elle est encore plus proche de la vitesse de la lumicre, mais reste inférieure a celle-ci.

= 0,9999975-c

Exercice 2
Utilisons les indices 0 pour la Terre, 1 pour un OVNI et 2 pour l'autre OVNI.

La vitesse du premier OVNI relativement a la Terre vaut 7, = 0,900-c . f,, = 0,900
La vitesse du second OVNI relativement a la Terre vaut V', = —0,900-¢. B,, = —0,900
n=7??-c.

2.1 Selon la formule d'addition des vitesses de la relativité restreinte :

Voim Vs  0,900-c—(—0,900-c)

On cherche la vitesse d'un OVNI relativement a l'autre ; 7

Vo = = = 0,994-
N 1— ViV 1 _03900'(—0,900) ¢ )
cZ
La vitesse d'un OVNI relativement a l'autre est de 0,994 - c, qui reste inférieure a la vitesse de la
lumigre.

2.2 C'est le méme calcul que précédemment, l'addition des vitesses de la relativité restreinte donne :
Vo=V 300"000—(—300"000

o ( ) 599'999,4 [m/ s]
VaVe 1-0,001-(—0,001) .

2
C

Vi, =

1

600'000—599 9994

600000
Méme pour ces vitesses non atteintes par un objet terrestre, la différence entre I'addition de vitesse
classique et relativiste est tres faible. Les calculs relativistes ne sont pas nécessaires pour les vitesses
d'objets terrestres.

La différence avec l'addition classique est de =10"°=0,0001%
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Exercice 3
Utilisons les indices 0 pour la Terre, 1 pour la fusée et 2 pour le rayon lumineux.
La vitesse de la fusée relativement a la Terre vaut | = f-c.
La vitesse du rayon relativement a la fusée vaut V', =c. B, =1
nw=2??-c.
3.1 Selon la formule d'addition des vitesses de la relativité restreinte :
VatVi B-ctc
= =c
VoV 1+p-1
4+
2
c
La vitesse du rayon relativement a la Terre est de c., indépendamment de la valeur de (.
3.2 Sile rayon est émis dans l'autre sens, il suffit de remplacer les signes + par des signes — et l'on

obtient : V,, = —c . La vitesse du rayon reste celle de la lumicre.

On cherche la vitesse du rayon relativement a la Terre :

Vi =
1

Exercice 4
Utilisons les indices 0 pour la Terre, 1 pour un OVNI et et 2 pour l'autre OVNI..
La vitesse du premier OVNI relativement au second vaut V', = 0,900-c. f,, = 0,900

La vitesse du second OVNI relativement a la station vaut V', = ?-c. B, =7

La vitesse du premier OVNI relativement a la station vaut V, = -V, . B, = —PBy,
On cherche la vitesse V ,=?-¢c. B, =7
4.1 Selon la formule d'addition des vitesses de la relativité restreinte : B, = % .
02 1M01
, ' . _ 2'Boz
Il faut donc résoudre I'équation : 0,900 = .
1+f,
0,900-B7,— 2By, +0,900 = 0
Solution : f,, = 14+/1-0,900-0,900 = 0,627, la solution avec le signe + est irréaliste.

0,900

La vitesse du second OVNI relativement a la station vaut 0,627 - c.
Bou—Bp _ 0,627—(—0,627)

1—By By 1—0,627-(—0,627

Vérification : 3, = ] =0,900, c'est bien juste.

Exercice 5
Utilisons les indices 0 pour la Terre, 1 pour la fusée et 2 pour le projectile.
La vitesse de la fusée relativement a la Terre vaut g, = 0,700

La vitesse du projectile relativement a la fusée vaut 8, =0 ; B, , = 0,800
On cherche la vitesse du projectile relativement a la Terre : BOZ = (Boas + Boay) -
5.1 Classiquement : BOZ =(0,700 ; 0,800) .
La norme de la vitesse du projectile mesurée depuis la Terre vaut :
B = \/0,7002 +0,800” = 1,063 , elle dépasse la vitesse de la lumiere.
5.2 Selon les formules d'additions des vitesses de la relativité restreinte :
_ PBoutPi. _ 0,700+0
Poz. = 14By By 1+0,700-0
Boz, = %-Jl—ﬁgl = %-m —0,700° = 0,571
5.3 La norme de la vitesse du projectile relativement a la Terre est de

B, = \/0,7002 +0,571° = 0,903 . Elle reste inférieure a la vitesse de la lumiére.

=0,700 . C'est la méme valeur que classiquement !
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Exercice 6, curiosité.
Utilisons les indices 0 pour la Terre, 1 pour la fusée et 2 pour le projectile.
La vitesse de la fusée relativement a la Terre vaut 8, = 0,700

La vitesse du projectile relativement a la fusée vaut g, =0 ; B, ,=1

On cherche la vitesse du projectile relativement a la Terre : EOZ = (Bozs + Boay) -

6.1 Selon les formules d'additions des vitesses de la relativité restreinte :

_ Boi+Pi2. _0,700+0
P = 148 Bras - 1+0,700-0
Bo, = H&ﬁ-h—ﬁfn = m-h ~0,700* = v'1-0,700>
La norme de la vitesse du projectile relativement a la Terre est de
By, = v0,700% + 1—0,700° = 1 . Elle est égale a la vitesse de la lumiére.

6.2 1l suffit de remplacer 0,700 par f3,,, pour montrer que le résultat précédent est indépendant de la
vitesse de la lumiere.

= 0,700 . Elle est indépendante de la vitesse verticale du projectile.

Exercice 7, challenge.
Utilisons les indices 0 pour la Terre, 1 pour la fusée et 2 pour le rayon.
La vitesse de la fusée relativement a la Terre vaut g

La vitesse du rayon relativement a la fusée vaut Blz =By s Bray s Praz) -
On cherche la vitesse du rayon relativement a la Terre : Eoz = Boax » Bozy  Poa:) -

On sait que : B, +p;,. = 1—P1,, , cela sera utile pour la suite.
7.1 Selon les formules d'additions des vitesses de la relativité restreinte :

+
Booyx = Por* oy . Elle est indépendante de la vitesse verticale du projectile.
1+[301'|312x
BIZ 2
B, = —2 1B
2 14+ BB o
Blz 2
By, = —Z-\/l —B
. 1+601'|312x o

La norme de la vitesse du projectile relativement a la Terre est de

(601 +); x>2+(Bf2y+B%22)'<l_ 631)

IBoll” =
" <1+ﬁ01'612x>2
+ 2401 =% )-(1-p2
||B02||2: (BOI Blzz)l_'_l(?) [3[312);1< BOI) ’ OnautiliSé l?)122y+|3f22: I_B?ZX
01" P12x
2 _ |3gl+2'|301'|312x+|3%2x+1_szx_ﬁél""g?zx'ﬁgl , ,
1Boall” = > , on a développé
(1+I301'B12x)
2B Bras+1+(Bor- :
”[302”2: Boi (Blli_xﬁ .ﬁ(BO)IZBIZx) . on a simplifié
01" P12x
14B,.B, . )
IBol” = M on a factorisé le numérateur.

2
( 1 +601 'ﬁlzx)
On trouve que la vitesse du rayon relativement a la Terre est égale a celle de la lumiére. ||B,,||’ = 1
Ce résultat est presque magique, c'est la force du calcul algébrique.




Awiil 2017 CORRIGE OS 18, relativité 03, Addition de vitesses, transformations de Lorentz  page 4/ 9

Exercice 8
Utilisons les indices 0 pour la Terre, 1 pour la fusée et 2 pour le rayon.
La vitesse de la fusée relativement a la Terre vaut  f

La vitesse du projectile relativement a la fusée vaut f," = (.’ ; B, s B.")-
Dans le référentiel S’, les coordonnées du projectile sont :

X'=p e’ 5 Y'=p,ct’ 5 Z'=0,"ct

Dans le référentiel S, les coordonnées du projectile sont :

X=0pct 5 Y=0Byct 5 Z=p,ct

81De X'=p"ct' ; X'=y(X—B-ct) et ct'=y-(ct—p-X)
y(X—=P-ct)=PB,"y(ct—p-X), danslapremiére égalité, on a substitué X' a gauche et ct' a droite
X—P-ct =B, "ct—P,"p-X , simplification et développement
-(l+|3x'-ﬁ) = (ﬁx'+ﬁ)-ct , onaisolé X d'uncétéet ct del'autre.

lB B Bﬁ simplification. On retrouve I'évolution du projectile du point de vue de S.
+
'+
Dans le référentiel S de la Terre, la coordonnée x de la vitesse du projectile est : 3, = lli-ﬁ BB .
On retrouve la loi d'addition des vitesses selon la direction x.
8.2 Selon y
Y=Y'= y "et!' = [3y'~y-(ct—[3~X) utilisation de c¢t' = y-(ct—ﬁ-X)
l+ !
Y=y (et—p—— b+ -ct) utilisation de X = ﬁ *P
1+, [5 1+p,’ [3
+ LR=R- r_
Y = ﬁy oy 1+, 16 5 B BB’“ ﬁ .c¢t mise au dénominateur commun, mise en évidence de ct
+3. -
B, 1-p° 1
= . — > ‘ct  simplification, arrangement des termes et utilisation de y =
1+3,."B \/I_B \/l—ﬁ2
Y = I ﬁﬁ B -y l—ﬁz-ct simplification.

On retrouve la loi d'addition des vitesses selon la direction y.
Selon z, en fait exactement de méme, en remplagant y par z.
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Exercice 8, autre résolution. (plus compliquée)

Cela peut donner des idées pour d'autre démonstrations.

Utilisons les indices 0 pour la Terre, 1 pour la fusée et 2 pour le rayon.
La vitesse de la fusée relativement a la Terre vaut  f

La vitesse du projectile relativement a la fusée vaut " = (B’ ; B," s B.")-
Dans le référentiel S’, les coordonnées du projectile sont :

X(:Bx!_ct! ; Y(:ﬁyr.ctl ; Z!:BZ/.Ct(

Dans le référentiel S, les coordonnées du projectile sont :

X =Pyct 5 Y=PB,ct 5 Z=p,ct

Onsait aussique: ct'=y-(ct—[-X) et % = \/1_[32 .

8.1 De ¢t = y-(ct'+B-X ') onen déduit que :

ct' = %'Ct—B-X ¢+ isolation de ct’

ct' = %'Ct—ﬁ'ﬁx"ct' utilisationde Y ' = B, -ct

Cl‘"(“’ﬁx IB) — %-ct mise en évidence de ct’

Donc: ct' = %-ﬁ-ct isolation de ct'
8.2 Partonsde X = y-(X '+P-ct’) unec transformation de Lorentz
X =vy(B,"-ct"+B-ct’) utilisation de "=B,ct’
X = y-(ﬁx'ﬂﬂ)-ct " mise en évidence de ct’
: 1 11
X=y- ([3 [3) v 1+ﬁ [3 utilisation de ct’ =5 1+ﬁ ﬁ
+
ﬁ b simplification
1+[3 [3

Dans le référentiel S de la Terre, la coordonnée x de la vitesse du projectile est : §, =

On retrouve la loi d'addition des vitesses selon la direction x.

Selon y:

Y—Y'—[S'-t'_ﬁ'-l-—l -ct tilisation de t'_l-—l -ct
T TR IR Y g g N DTV g B
= B Ct arrangement des termes

l+[5 [5
Y_l ﬁ 6\/l [3 -ct  utilisation de %:\/1—[32

On retrouve la loi d'addition des vitesses selon la direction y.
Selon z, en fait exactement de méme, en remplagant y par z.

BB
1+[3 [5

Exercice 9

Le diagramme de Minkowski permet de représenter dans un seul diagramme l'espace-temps, avec une

lecture directe des coordonnées (X, ct) pour S et (X, ct') pour S’ d'un événement.

L'avantage du diagramme de Loedel Palumbo est qu'il est symétrique, les graduations des axes de S et

de S’ sont les méme, contrairement a celles d'un diagramme de Minkowski.
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Ce qui suit est une curiosité, qui dépasse le cadre du cours du college.

Pour ne pas confondre avec des dérivées, mettons un indice r pour les grandeurs mesurées dans .

S s'=sFL> *—»

La vitesse de la Fusée relativement a la Terre vaut B
Dans le référentiel Sk, la position du projectile est : X, = X, +B,-ct,

Donc le projectile avance a vitesse constante vu de S¥.
Dans le référentiel S, la position du projectile est : X = X (¢z) a déterminer.

De X=X, +Bpcty ; Xp=y(X—Pct) et ctp=y(ct—p-X)
y'(X—[}ct) = XF0+|3F'y'(ct—ﬁ~X) , dans la premicre égalité, on a substitué Xr a gauche et ctr a droite

X o I
— lificat t 1 t
X_Bct — y +ﬁF,ct_ﬁF,[3, X , sSimplification € déve oppemen

X-(14p,-B) = XyFO"'(BF"'B)'Cf , onaisolé X d'uncétéet ct del'autre.
o Xn BB
Y-(1+BB) 1+B4PB

-ct simplification. On retrouve I'évolution du projectile du point de vue de S.

+
Dans le référentiel S de la Terre, la vitesse du projectile est : Py, = llz-;l-FB I.3[3 .
F
On retrouve la loi d'addition des vitesses selon la direction x.
Dans S, la position du projectile au temps cz=0[s] est: X (0)= ——L1— .
Y ( 1+p,-f )

Cela peut paraitre curieux.

On sait que dans Sr la position du projectile au temps ct-=0 vaut Xg.

Mais, si ctr=0,alors X,.= X,, et cty=y-(ctp+p- X ;)= y-(0+p-X,), donc ct,=By X,
Résumons : ct,=0 ; X,.=X,, ,; ct,;=py Xg,

Voyons la position dans § du projectile au temps ct .

XFO + BF+6

X (ct,) = ST76,0) 1+BF'B-B-Y-XF0
X( t ) = (l+ﬁ B 2+ﬁ2- 2)-i mise au dénominateur commun et mise en évidence
GO T TR Y TR (14BB)
X (ety) = (ﬁF-ﬁ-yzwz)-A Loy’ =y
y-(1+B:B)

X (Cto) =y X, miseen évidencede vy, puis simplification
La position du projectile mesurée dans § au temps c#, correspond a une dilatation de distance !

Autre approche, qui sera utile pour la suite :
o \ Ay L ' M . X
Dérivons par rapport a ct les deux cotés de l'expression: y —g.cf = %"‘ﬁF'Cf—ﬁF'B'X
X'—B=PBr—PBrP-X" onadérive
= ﬁF+B
1+

onaisolé X'. On retrouve l'expression de l'addition des vitesses !
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Curiosité, suite 2° page.
Pour ne pas confondre avec des dérivées, mettons un indice r pour les grandeurs mesurées dans .

S s'=sFL> *—»

On veut traiter le cas d'accélération du projectile.
Contrairement a la mécanique classique, la notion d'accélération est dépendante du référentiel d'inertie.

On va définir I'accélération propre d'un projectile, comme étant l'accélération mesurée depuis un
référentiel qui se déplace a la méme vitesse que le projectile au moment de la mesure.

Choisissons un reférentiel Sk, telle que la position du projectile est : X, = X F0+%-o¢ ety )

Donc, dans le référentiel Sr, au temps ctr= 0, la vitesse du projectile est nulle et 'accélération propre
du projectile vaut or. o est en [1/m] = accélération / ¢’

Dans le référentiel Sr, la vitesse du projectile en fonction du temps vaut : 3, = o, ct, -

Il n'est pas possible que la vitesse progresse longtemps ainsi, car selon cette progression, Br peut
dépasser 1, le projectile dépasserait la vitesse de la lumiére.

Dans le referentiel Sr, l'accélération du projectile est constante et vaut : ¢, . Nous verrons que c'est
plus que l'accélération propre du projectile a un temps supérieur a 0.

Evolution de la position du projectile observé depuis la Terre S.
La vitesse de la Fusée relativement a la Terre vaut g

Dans le référentiel S, la position du projectile est : X = X (¢z) a déterminer.

De XF:XF0+%-ocF-(ctF)2 s Xp=vy(X—PBct) et ctp=y(ct—B-X)

y-(X—B-ct) = XF0+%-(1F-y2-(ct—ﬁ-X)2 , dans la premiére égalité, on a substitué¢ X et cte

S

o 1 o .
+—-0o V- ct—B- , simplification et développement
Yty rY (ct—p-X) p pp

X—PBct =

On pourrait isoler X et l'exprimer en fonction de ¢, mais c'est compliqué et pas intéressant.

N . 1+ =20, B> X
On peut déterminer la position X(0), pour obtenir : X (0) = / [;F "X ro .
Opp -y

Ce n'est pas intéressant et ce n'est pas en ct =0 qu'il faut étudier le projectile, mais au temps
ctr=10, car c'est 1a qu'on connait son accélération propre.
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Curiosité, suite 3° page.

On sait que dans Sr la position du projectile au temps ct-=0 vaut Xg.
Mais, si ctp=0,alors X, =X, et cty=y(ctp,+p-X;) = y-(0+p- X o), donc cty =By X s
Résumons : ct,=0 ;| X=X, ,; ct,=py Xp

Voyons la position X(ct)) dans § du projectile au temps ct .

Xpo 1
X(Cto)_ﬁ'ao = %"'E'QF'Y'(CZ‘O_B'X(“O»Z

X ro 2
X(Cto)_ﬁ'ﬁ'Y'XFo = T"'l'QF'y'(B'Y'XFO_B'X(C%))

2
Xpo

1
X<Ct0)_62'y'XF0_ Yy ~ E'GF'Y'BZ'(Y'XFO_X(Cto>)2

p*y’~1 _1 2 2
X(eto) ==Xy = 50y By X po— X (ct,))

\S}

1
X(Ct())—y-XFO = E-QF.y.ﬁz.(y.XFO_X(cto))z car BZ_YZ_I — _y2

On voit qu'une solution est : X (ct,) =y X 5o -
Comme dans le cas du projectile avangant a vitesse constante, la position du projectile mesurée dans §
au temps ¢ty correspond a une dilatation de distance !

Résumons : [ct,=0 ; Xp=Xpo ; cto=PYXro ; Xl(cty) =y Xr

I sera utile pour la suite de remarquer que : | ct,—f- X (ct,) = 0
car cty—P-X (cty)) =By X po= Py Xpg=0.

XFO

Y
X'=f = opy-(et—=B-X)-(1-p-X )

Reprenons X —f-ct = +%-o¢ sy(ct—p-X ) et dérivons par rapport a ct.

Evaluonsen c¢t,=0 ; X,=X,, ; cto=PpyXp . X(ct))=yXro

X '(cto) =B = apy-(ete=B-X (cty))-(1=B-X "(cto))

| X "(cty)—B = 0] vuque ct—p-X (ct,) = 0

Donc on trouve bien que le projectile a la méme vitesse que le référentiel S dans lequel le projectile
n'avance pas a cet instant.

Dérivons une seconde fois :
X' = apy- (18- X Propy-{et—B-ax)-(=p-X ')

;o Xp=Xpo ;o ctog=PByXpy X(Cfo) =Yy Xro
X "(cty) = apy-(1=B-X ' (cty) 40 vaque ct,—f-X (ct,) =0
1
X”(C%) = GF'Y'(I_ﬁ'B)Z = OLF'Y'?
1

Y
L'accélération mesurée dans le référentiel S est égale a l'accélération propre divisée par !

Donc vude § la vitesse du projectile augmente de moins en moins.

Evaluons en ¢t ,=0

X "'(cty) = op Attention que la dérivée ' est un [1/m], car on dérive selon ct.

v |
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Curiosité, suite 4° page.

Etudions le cas ou I'accélération propre du projectile est constante et vaut : o,
or esten [1/m] = accélération / ¢

X"(cty)=op- (1B = op - (1= X" (cty)?)” unité de o, :[1/m]!
Notons f=X'(cty), la vitesse au temps cty.

On a donc l'équation différentielle : B’ = o, - (1—p*)'*, avec =0 au départ.

Attention : la dérivée ' est en [1/m], car on dérive selon ct.

. O ct
La solution est : [ B(ct) = —

\/ I+oy - ct
Au départ, lorsque la vitesse est faible, o) - ct*< 1, ona B(ct) = o, - ct larelation classique
d'augmentation de vitesse.

, il suffit de dériver pour vérifier !

Lorsque ct devient grand, le 1 sous la racine devient négligeable et B(ct) ~ 1.
Le projectile s'approche de la vitesse de la lumiére, mais reste toujours inférieure.

Etudions 1'évolution du projectile du point de vue de la quantité de mouvement et de la force.

my-P-c
La quantité de mouvement est définie par: p = m, y-f-c = f BBZ
. - dp
La force résultante est définie par: | F,, = il
_dp__ 4pr
dt d ct
F, = myc™ B ja derivée ' signifie ——
s 1— Bz dct
2, 1—p°+p° . . . .
F . =m,c ﬁ '.———1  mise au dénominateur commun et mise en évidence.
rés 0 ( 1_62)3/2
FréY = mo'cz'O(F' (]—[32)3/2-(1w utilisation de ﬁ' =0 (]—[32)3/2
‘ 1—p

_ 2 . . .
F,.=mycop simplification

La force résultante observée depuis S est constante.
Elle est indépendante de B, donc c'est la méme mesurée depuis n'importe quel référentiel d'inertie.

On vient de montrer qu'en relativité, si un objet subit une force résultante constante dans un
référentiel d'inertie S, alors son accélération propre est constante et réciproquement.
Par contre, I'accélération mesurée depuis le référentiel S n'est pas constante !

2
c (:F D= cz-ocF-(l—Bz)m-

L'accélération mesurée depuis S vaut : g =



