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1. Matrices

La notation matricielle fut utilisée pour la premicre fois en 1858 par le mathématicien anglais Arthur
Cayley (1821-1895). Il I’a utilisée pour exprimer en abrégé un systéme d'équations linéaires. Parmi les
instruments utilisés en mathématiques, cette notation demeura assez longtemps marginale parce qu’a
cette époque 1'emploi des mathématiques était surtout orienté vers les sciences physiques. En 1925, le
physicien allemand Werner Heisenberg utilisa cet outil mathématique dans ses travaux sur la
mécanique quantique. C'est toutefois 1'avénement des ordinateurs ultras rapides qui a le plus influencé
le développement de I'algebre matricielle. Ceci devient trés apparent depuis la fin de la seconde guerre
mondiale. A partir de 13, le champ d'application des matrices s'étend a l'administration, a la
psychologie, a la génétique, aux statistiques, a 1'économie, etc. Avec cet instrument s’est développé
¢galement un nouveau secteur des mathématiques, la programmation linéaire (recherche de solutions
avec des colits minimaux, respectant des contraintes imposées).

Quotidiennement, nous avons tous a lire, interpréter ou utiliser des tableaux de nombres. Par exemple,
une échelle salariale est fréquemment donnée sous la forme :

expérience (années) |l 3 5 10
€chelon

1 5'000 6'000 7'000 9'000
2 5'400 6'450 7'500 9'750
3 5'800 6'900 8'000 10'500
4 6'200 7'350 8'500 11'300

Nous appellerons ces tableaux des matrices, leur manipulation nous permettra de résoudre certains
problémes.

Exemples

Définition
Une matrice mxn (dite matrice m, n) est un tableau rectangulaire de nombres ou m représente le
nombre de lignes et n le nombre de colonnes.

Nous emploierons une lettre majuscule pour représenter une matrice et des lettres minuscules affectées
de 2 indices pour désigner les ¢léments de la matrice.
a, a, .. a,

Ay ..;a;;...;4,, sonttous des nombres. 4 = |G ap . ay,

i parcourt les nombres entiers de 1 a m.
J parcourt les nombres entiers de 1 a n. A, A,y - Q,,
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1.1. Somme de matrices
Si deux matrices 4 et B sont de méme dimension, on peut obtenir leur somme en additionnant les

¢léments correspondants de chaque matrice : a,+b, a, +b,
A+ B = .o cee
Exemples am1+bm1 amn+bmn
5 31 2 -1 0
+ =
D (—1 0 2 |\-3 =2 —3)
5 31 2 -1
+ =
2) (—1 0 2/ |-3 —2)

1.2. Produit d’une matrice par un scalaire
C’est la matrice obtenue en multipliant chaque ¢élément de la matrice 4 par le scalaire A.

Cette opération est possible sur toute matrice et avec n’importe quel scalaire.
oA = N-a, )
Exemples
: 5 31
A = A=
1) Si (_1 0 2 alors 6-4
2) Si 4 = 2 -1 et B = alors —3-4 =
-3 =2 -3
et 34+2B=

1.3. Produit matriciel

La multiplication de matrices n’est pas une opération aussi simple que les deux opérations définies ci-
dessus. Avant d’en donner la définition, nous allons étudier un probléme particulier qui nous permettra
de voir le sens de cette définition et ainsi de la justifier.

Considérons un marchand de tapis, tuiles et baches qui commerce dans différentes villes de Suisse
comme Geneve, Lausanne, Fribourg et Neuchatel. Les prix unitaires, au métre carré, différent selon le
produit et la ville. Ainsi, le tapis se vend 60 CHF le métre carré a Geneve et Lausanne, 50 CHF a
Fribourg et 70 CHF a Neuchatel. La tuile se vend 80 CHF le métre carré a Lausanne et Neuchatel,

70 CHF a Geneve et 90 CHF a Fribourg. La bache se vend 40 CHF le métre carré a Lausanne et
Neuchatel, 60 CHF a Geneve et 50 CHF a Fribourg.

Complétez la matrice 4 x 3 ci-dessous, appelée matrice des prix :

b

2 3 g

Q, o 3

g 2 o
Geneve
. . Lausanne

Matrice des prix : ]

Fribourg

Neuchatel
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Imaginons maintenant que 1’on dispose :

d’un camion n°1 contenant 120 m* de tapis, 140 m* de tuiles et 130 m* de baches.
d’un camion n°2 contenant 140 m* de tapis, 130 m” de tuiles et 120 m? de baches.
d’un camion n°3 contenant 130 m* de tapis, 110 m? de tuiles et 150 m* de baches.

Regroupez ces 9 nombres dans une matrice 3 X 3.

camion 1
camion 2
camion 3

tapis
dite matrice des quantités tuiles
baches

Selon la ville ou il sera envoyé, chaque camion rapportera des revenus différents. En effet, voici le
revenu en CHF de chaque camion suivant I'endroit ou il est expédié :
camion n°1 camion n°2 camion n°3
a Genéve, il sera de :
a Lausanne, il sera de :
a Fribourg, il sera de :

a Neuchatel, il sera de :

On a donc 12 revenus différents que 1’on peut regrouper dans une matrice 4 X 3.

— (@\ (e@)
= = =
e 2 S
& & &
< < <
Q Q Q

Geneve

. . Lausanne
dlte matrice dGS revenus ¢ .
Fribourg
Neuchatel

Ces revenus ont €t¢ obtenus en faisant la somme des produits des prix unitaires par les quantités. Ceci
suggere que la matrice des revenus peut s’obtenir en multipliant la matrice des prix par celle des
quantités de la facon définie a la page suivante :
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Définition
Le produit d’une matrice 4 m X n par une matrice B n X p est une matrice C m X p dont chaque
nombre c; s'obtient en effectuant une somme de produits, correspondant a un produit scalaire de la

séme

i™ ligne de A parla j*™ colonne de B :

by
by \ —
a, a, .. a,l| % = 1. i | oou ¢y = a.-b jta iz-b2j+...+am-bnj_
b i parcourt les nombres entiers de 1 & m.
nj . . . j parcourt les nombres entiers de 1 a n.
Exemples
3 -1 0
5 31 —
1) 1 0 2 127 1| =
0 1 2

2 —1\[s5 3 1| _
3) (—3 —2)'(—1 0 2) a

Remarques
1. 1l est important de noter que le produit d’une matrice 4 avec une matrice B est défini seulement
St ...

2. Leproduit 4 - B de deux matrices n X n est toujours défini et est ...
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1.4. Matrice colonne

La définition précise d'un "espace vectoriel" ne sera pas donnée. Nous nous limiterons aux deux
exemples suivants :

R* est un espace vectoriel de dimension 2, qui peut étre assimilé 3 un plan muni d'un repére.
R® est un espace vectoriel de dimension 3, qui peut étre assimilé a 1'espace muni d'un repére.

Si V,,V,,..;V, sont n vecteurs d'un espace vectoriel, et 0y, O, ..., 0, sont n nombres, on dit

que le vecteur X définipar: X = oV, + 0V, + ... + 0O, V, estune combinaison linéaire

des n vecteurs.
Considérons l'espace vectoriel R" (n =2 oun =3).

-

Un ensemble de n vecteurs B, = {é] ;oey e_:,} est une base de R" si tous les vecteurs de

R" peuvent s'écrire comme combinaison linéaire des vecteurs de l'ensemble B,.
n est la dimension de 'espace vectoriel.

Pour chaque vecteur X de R", il n'existera qu'un seul groupe de n nombres O, O, ..., O, tel que
X = oe + e, + ...+ o€,

On peut donc associer a chaque vecteur X ce groupe de n nombres O, O, ..., O, et
X,
X,

la matrice colonne de % est définie par les coefficients : M (¥) = | | . Laréciproque est aussi vraie.
O(VI

Exemples

Pour ¢,=(1,0) et €,=(0;1), B, = {&,,€,] estune base (sa base naturelle) de l'espace vectoriel R?,

-

Ecrivez le vecteur ¥ =<3 ; 2> comme combinaison linéaire : <3 ;2>= - e+ - e,

Ecrivez la matrice colonne correspondante au vecteur ¥ =<3 ;2> M (55) =

Pour ¢,=(1;0;0) ; ¢,=(0,1;0) et €,=(0,0;1), B, = {&, ; & , & estune base de l'espace
vectoriel R?. C'est méme sa base naturelle.

Ecrivez la combinaison linéaire du vecteur y=<4,;-2,3>= - €, + - e, + - e

Ecrivez la matrice colonne correspondante au vecteur y =<4;-2;3> M (}) =
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1.5. Matrice identité et matrice inverse
Définition
La matrice identité I »xn est la matrice satisfaisant: A-/ = 1-4A= A pour toute matrice A.

Dans R*, I=
Dans R* [=

Définition
La matrice inverse A7 d'une matrice A nxn estla matrice satisfaisant: 4-4 '= 4 ' 4 =1.

Remarque:si 4.4 '= ] ,alors 47'. 4 = ] etréciproquement, donc il suffit de vérifier une égalité.
11 7 2 =7
3 2 -3 11

Montrez que les matrices 4 et C sont inverses l'une de I'autre.
Voir la série 1 qui reprend cet exercice.

Soit la matrice : AZ( ) . Soit la matrice : CZ(

. . — (4 412 — dy —dyp
SOlent les matrices : A= et D=

Ay dp
Voir la série 1 qui reprend cet exercice.
Effectuez le produit matriciel :

A-D=

Déduisez-en la matrice inverse de A.

Al =

Est-ce que toute matrice 4 posséde une matrice inverse ?
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2. Transformations linéaires

Deux exemples comme introduction

Voici deux exemples d'applications de |R*> dans R* :

) f{x;p)=lx;—y 2) g({x;y))=(2x,2y)
Calculez les images suivantes:
f(<=2;3>)= fl<1;0>)=
g(<2;2.5>)= g(< 1;O>):
f(<0;0>)= g(<0;0>)=

fl<0:15)=
¢(<0;15 )=

Représentez les vecteurs et leur image, puis interprétez géométriquement f et g :

A

A

J

[l

iy

D
7

-5

5

Ces deux exemples reviendront plus loin ou leur matrice correspondante seront déterminées.

= oy
=
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Définition
Une application f de R" dans R™ est une transformation linéaire si et seulement si elle préserve
les structures d'espace vectoriel, c'est-a-dire si:

() f+a)=fO)+f(a) Vv, iR
) f(Av)=rf(¥) VyeR", VieR

Exercice 1

Sachant que 1 est une transformation linéaire de IR*> dans IR’ et que f ((3:7))=(5;-3), que
vaut f((6,14)) 2

Exercice 2
Sachant que f est une transformation linéaire de  |R* dans IR* et que :

FU1:0))=(4:7) et f((0,1))=(=3,35),

que valent :

1) f((5,0)]
2) f((0;4))
3) f((5:4))
(

4 f{(xsp))=

ou x,y sont deux nombres réels.

5) Effectuez le produit : )
7 3.5

6) Comparez les points 4) et 5).

Exercice 3

Sachant que 1 est une transformation linéaire de IR* dans IR® et que :

SUL0))=(2 1) et £((0;1))=(0;1). (Done f(&)=(2,1) et f(&)=(0;1))

Déterminez :

S {(xry))=

Quel produit matriciel correspondraita f((x,;y)) ?
Quelle matrice caractérise la transformation linéaire f ?
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Rappelons qu'une application f de R" dans R™ est une transformation linéaire si et seulement si
(1) fv+a)=7()}+s (@) Vv ieRr
@) f(hV)=hf(7) V7eR', VLeR

Généralisation :

Sachant que f est une transformation linéaire de IR* dans IR® et que :

f(<1f0>):<a11fa21> et f(<0»'1>):<a12;a22> . ('Donc f(gl):<a11;a21> et f(52)2< a5 ay) )

Déterminez :

S {(xrp))=

Quel produit matriciel correspondraita f((x,;y)) ?
Quelle matrice caractérise la transformation linéaire [ ?

Donc [ est entierement déterminée par la connaissance de 1'image de chaque vecteur de base €, et e,.

C'est un cas particulier (7 =2) du théoréme fondamental de 1'algébre linéaire, qui s'applique aux
espaces de dimension n quelconque.

Propriété

Montrez que si f est une transformation linéaire, alors f(0)=0.
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3. Représentation matricielle d'une transformation linéaire

Pour la suite du cours, nous travaillerons exclusivement avec les bases naturelles.

Les matrices vont nous aider a donner une représentation plus simple et claire des transformations
linéaires.

La page qui précéde montre qu'a toute transformation linéaire f* de |R®> dans |R® correspond une

matrice 2 x 2.

Théoreme :

Si f est une transformation linéaire satisfaisant f(é,)=(a,;a,) et f(&)={ay, a,) , alors

f((x;y>)=<a“-x+a12‘y , azl'x"'a22'J’>

. cr N a a
et la matrice associée & fest: |M(f) = |71 7"

ay Ay

Réciproquement, a toute matrice 2 x 2 correspond une transformation linéaire définie comme ci-
dessus.

Ce théoréme se généralise aux transformations linéaires f de |R" dans |R™.

Remarques :
1.Les colonnes de M (f) sont constituées par les vecteurs images des vecteurs de base.

2. M(v) et M(f(V)) sontdes matrices colonnes. Vv = (x,y) .
3. La matrice colonne de I'image de vV par f est égale au produit de la matrice de f par la matrice

colonne de Vv . C'est-a-dire :

x
y

ay 4|, a,-x+a,y

a, dy

Ecrit explicitement :

ay " x+a,y

Exercice
Reprenez les deux exemples du début du chapitre sur les transformations lin€aires :

D fl<x;y>)=lxi—y)  2) gl<x;y>)=2x;2y)
et déterminez la matrice M( f) et M(g) de chacune de ces transformations linéaires.
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Image d'une droite par une transformation linéaire

Théoréme

L'image par une transformation linéaire d'une droite (d'un segment de droite) est une droite (un
segment de droite).

Exercice :
Soit la transformation linéaire f{( x ; y)|=(2x+y ;3x—=5y)

Soit la droite D d'équation cartésienne : 3x + S5y = 15.
Déterminez une équation vectorielle et une équation cartésienne de I'image par f de la droite D.

Démonstration du théoreme du début de la page :
Soit f une transformation linéaire.

Soit ¥ = p+Ai-d A€R l'équation vectorielle d'une droite.
S (@)= f(prnd) = f(P)+f(nd)= f(B)+)f(d) reER
Notons # limagede v, p'= f(p) et d'= f(d)

L'équation ci-dessus s'écrit: w = p '+h-d’ AER quiest bien I'équation vectorielle d'une droite.
CQFD

Cette démonstration indique également que :
°un vecteur position de la droite image est I'image d'un vecteur position de la droite d'origine ;
°un vecteur directeur de la droite image est I'image d'un vecteur directeur de la droite d'origine.
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4. Les principales transformations linéaires

4.1. Un exemple

Voici un dessin dans le plan muni d'un repére : E = R

Vous pouvez repérer quelques points qui vous serviront a déterminer 1'image de ce dessin par les huit
transformations linéaires proposées ci-dessous.

Pour chacune : déterminez sa matrice, dessinez 1'image, identifiez la transformation.

D FCe)==x ) 9 fillx)=| Sr-ty : ~Leedy)
2) f[Lllx:p))=(=y ; —x) 6) fol(x:y))=(15x ; 1,5y)
3) f5l(x;p))=(0 ; y) 7) f7(<x;y>)=<%x—%y ; %X+§y>
4y f(x:p))=(=x; —y) 8) {g(<x;y>)=<—X+y ;2x)
/NN
A1 N
/ AN
~10 5 / i 5 1)>
an
\/
15
—10

[l y)=(=y ; —x)

fillasy))=(=x ;)

5 5
FinY — FinY _—
—10 L5 T 5 10 —10 L5 T 5 10
-5 .5
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| | | | | | | | | 1\0‘ ! ! | | | | | | n‘
[3l(xs)=0 ; y) ° fillasy)=(=x ; —y) =
& — &
-10 =5 5 1 -10 =S 5
45 45
=10 —10

Follxi)=(15x ; 155) 4ol

L | m‘
[ [ Y] T
1 1 1
fsl(xr)= XY S TRty
5 5
5, — o
—10 =5 5 1 —-10 =5 5
-5 15
—10 =10

Folleim)=t-xy %) |

| 1n‘ | | 0
| TV | I Y
{3 1 1 |3
f(xp)= DXy gxt Yy
5 5
D — ®
—10 -5 5 10 —10 -5 5
-5 15
—10 —10
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Et si on prend l'application suivante : fo((x,y))=(x+1 ; y=2)  qu'advient-il de ce dessin ?
/o est-elle linéaire ? . A

U

W

Py
N~

=10

4.2. Matrices des principales Transformations Linéaires de RR’® ( base canonique)

1. Symétrie orthogonale par rapport a I'axe C; ( notons-la S;)

2. Symétrie orthogonale par rapport a la premiere bissectrice ( notons-la Sg; )

M(SBl) =

SBI(<x ;oY=

3. Symétrie centrale par rapport a l'origine ( notons-la Sy )
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4. Projection orthogonale sur 'axe C, ( notons-la P;)

M(P,) =

P{x ; J’>) =

5. Projection orthogonale sur la premiére bissectrice ( notons-la Pg; )

M(PBI) =

Py l(x J’>) =

6. Homothétie de centre l'origine et de rapport & ( notons-la Hy )

M(Hk) =

H|(x ; y)|=

7. Rotation d'angle o dans le sens trigonométrique et de centre l'origine ( notons-la R, )

M(R) =

a

Q
™)

R [(x ; y)=
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8. Symétrie orthogonale d'axe y=a -x (notons-la S,) a=tan(c)

—

€,

M(S,) =

S

a

(x s »))=

Autre maniére de déterminer la matrice d'une symétrie orthogonale S, d'axe y=a -x.
Exemple pour la droite d'équation vy =6 - x.

Pour trouver la matrice de Ss il suffit de trouver les images des deux vecteurs de bases.

Un vecteur directeur de cette droite est: v=(1,6) =¢&,+6-¢,.

L'image par Ss de ce vecteur directeur est égal a lui méme.

1) Slé1+6:6,) = &,+6-¢,

L'image par S; d'un vecteur perpendiculaire au vecteur directeur est égal a son opposé.
2) Sol6:€,—&,) =—6¢,+¢,
Sachant que Ss est une transformation linéaire, de 1) et de 2) on en déduit que :
1N S¢|€1+6:S4/&,) = &,+6:¢,

2 6-S4l&|—S,&) = —6-¢,+&,

En multipliant les deux membres de la deuxieéme égalité par 6 et en additionnant 1) et 2) :

6-€,— ¢, est perpendiculaire a €,+6-&, !

37'S6(€1) =—35-¢,+12-¢, donc: Sﬁ(el) =3¢ + 376
En multipliant les deux membres de la premiére égalité par 6 et en soustrayant 2) de 1) :
> - - - 12 . 35 .
37-S6(62]: 12-€1+35-€2 donc : S6(e2):§.el +§'62
B 12
. 37 37
¢ - MI(S,) = _
On en déduit (Ss) o 3
37 37

L'avantage de cette méthode est d'avoir un résultat exact sous forme de fraction.
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9. Projection orthogonale sur I'axe y=a -x (notons-la P,) a=tan(c)

cos’ (a) sin(ct)-cos(a) é

M(P”) - sin(t)-cos (0 sin’(a)

P{x ; y)=

Autre maniére de déterminer la matrice d'une projection orthogonale P, surl'axe y=a -x.
Exemple pour la droite d'équation y =6 - x.

Pour trouver la matrice de P; il suffit de trouver les images des deux vecteurs de bases.

Un vecteur directeur de cette droite est: V=(1 ; 6) =& +6-2, .

L'image par P; de ce vecteur directeur est égal a lui-méme.

1) Plé+6:¢,) = &+6¢,

L'image par P; d'un vecteur perpendiculaire au vecteur directeur est le vecteur nul.

2) P6(6-El—52] =0 6-¢,—¢€, est perpendiculaire 3 €,+6-€, !

Sachant que P; est une transformation linéaire, de 1) et de 2) on en déduit que :

1) Pglé)|+6 Pyl&y) = & +6-6,

2 6 Pglé,|—Pglé,) =0

En multipliant les deux membres de la deuxiéme égalité par 6 et en additionnant 1) et 2) :
I - 6 .

EETAL

En multipliant les deux membres de la premiére égalité par 6 et en soustrayant 2) de 1) :

37'P6(51) =&+6:¢, donc: P[&|=

37-P6(52]:6-51+36-52 donc : P6(52):%.gl +%_é’2
1 6
: 37 37
< - M(P.) =
On en déduit : M (Py) 36|
37 37

L'avantage de cette méthode est d'avoir un résultat exact sous forme de fraction.
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5. Composée d'applications linéaires et réciproque

5.1 Composée d'applications linéaires
Si on désire composer successivement des applications linéaires, la matrice finale s'obtient par
multiplication des matrices correspondantes.

Théoréme :
Si f:R">R" et g:RR">IR” sontdeux applications linéaires, alors :

1) gof:IR">IR” estlinéaire

2) M(gef)=M(g)M(f)
Remarques :
M (g) estune matrice pXxn ; M(f) estunematrice nxm et M(gcf) estune matrice p X m.
Exemple
Etant donné : f: R*>R* définie par fl<x;y>)=lx;x+y et

g:R’>R’ définie par g(<x;y>)=2x, y, x—y:} ,

calculez (geo f)(<x,y>)

5.2 Réciproque d'une application linéaire et matrice associée

Définition :

L'application linéaire identité [:IR"-R" est celle définie par: I(v) =7 pour tout yERR".
Définition :

Soit f:IR"=IR" une application linéaire.

S'il existe une application linéaire "/ : R"2IR" telleque "fof =1 et f'of =1, alors
"f est appelée 'application linéaire réciproque de 'application linéaire f.

C'est la méme notion de réciproque d'une fonction.

Exercice :

Soit f:IR*>IR*> Il'application linéaire définie par la matrice : (i ;) .

Montrez que la matrice de l'application linéaire réciproque de f est : (_2 _;) .

Théoréme :

Soit f:IR>»IR> l'application linéaire définie par la matrice : M (/) = “u

Ay Ayl
On définit Det=Det(M (f))=a,a,, — a,,a,, quis'appelle le déterminant de la matrice M( f).

. : e : 1 | a —a
Montrez que si Det #0 , la matrice de l'application linéaire réciproque de f est: —| > =

Det —a,, aj




