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(1 I\ quel graphique correspond quelle fonction ?
Graphique 1 : La courbe tend vers 1'infini quand x tend vers O et elle tend vers zéro quand x tend
vers 'infini. C'est typique de la fonction f,(x)=1/x.

Graphique 2 : On reconnait la fonction identité : f,(x)=x.

Graphique 3 : Pour des valeurs de x proches de 0 la courbe se comporte comme la premiere courbe.
Pour des valeurs de x grandes, elle se comporte comme la deuxiéme courbe. Avec les deux premiers
graphiques a disposition, on remarque que cette courbe est la somme des précédentes : f,(x) =x+1/x.

Graphique 4 : Ces oscillations entre —1 et 1, passant par l'origine sont typique de f;(x) =sin(x).
Graphique 5 : Ces oscillations entre —1 et 1, passant par (0 ; 1) sont typique de f,(x) = cos(x) .
Graphique 6 : Additionnez les courbes 2 et 4 pour obtenir cette courbe : £ (x) = x +sin(x)

Graphique 7 : Une courbe qui part de 'origine et monte de plus en plus lentement est typique de la
fonction racine carrée. f,(x)= Jx.

Graphique 8 : Une courbe qui part de (0 ; —0), passe par (1 ;0) et monte de plus en plus lentement
est typique des logarithmes. Le seul choix proposé est : f,(x) =In(x).

Graphique 9 : Cette courbe ressemble a une parabole, mais est trop plate autour de l'origine. C'est une
parabole aplatie, typique de f;,(x)=x".

Graphique 10 : Une courbe partant de (—oo ; 0), passant par (0 ; 1) et montant de plus en plus vite est
typique d'une exponentielle. Le seul choix proposé est : f;,(x) =¢€"

Graphique 11 : Cette courbe est semblable a la précédente, avec une symétrie d'axe x = 0. Cela
échange les valeurs positives et négatives de x, donc remplace x par —x: f,,(x)=e ".

Graphique 12 : Cette courbe est semblable a la courbe 10 pour les valeurs de x négatives et semblable
a la courbe 11 pour les valeurs de x positives. En fait c'est la somme de ces deux courbes.

Sfis(x)=e€"+e . Aupremier coup d'cil elle ressemble a une parabole décalée vers le haut. Mais
constatez qu'elle croit beaucoup plus rapidement !
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(2 IS f(x)=x"—16x, surl'intervalle [—4;4 ]
Cette fonction est polynomiale, donc dérivable sur R, donc les deux premicres hypothéses sont
satisfaites. [ (—4)=(-4)’—16-(—4)=—64+64=0 ; f(4)=4"-16-4=64—64=0.
Donc la troisieme hypothese du théoréme de Rolle est aussi satisfaite.
Cherchons un "c". f'(x)=3x"-16.
f'(€)=0 & 3¢*-16=0 < *=16/3 < c=+/16/3=+4-43/3~+2,309

Ilyadeux "c¢" qui satisfont la conclusion.

b) g(x)=v9-x*, surlintervalle [ -3 ;3]

Cette fonction est continue sur l'intervalle [ -3 ; 3 ], donc la premiére hypothése est satisfaite.
249-x N9

g estdérivable sur 1 -3 ;3 [, mais pasen -3, nien 3.

Cela suffit pour satisfaire la deuxiéme hypothése du théoréme de Rolle.

g(-3)=g(3)=v9-3’ =0. Donc la troisi¢me hypothése du théoréme de Rolle est aussi satisfaite.

n_n

Cherchons un "c¢". .

—c
\V9—¢?

Ilyaun "¢" quisatisfait la conclusion. C'est ¢ =0.

c) h(x):w3/(x—2)2 , sur l'intervalle [0; 4]

Cette fonction est continue sur l'intervalle [ 0 ;4 ], donc la premicre hypothese est satisfaite.
h(0)=h(4)= 34 . Donc la troisiéme hypothése du théoréme de Rolle est aussi satisfaite.

=0 < ¢=0

g'(c)zO —

h'(x)—{(x—2)§i| _g.(x_z)% 22t
3 3 J(x-2y
h est dérivable sur R\ {2}.

h n'est pas dérivable en 2, caren 2, la dérivée fait apparaitre une division par 0.
h ne satisfait pas la deuxiéme hypothése du théoréme de Rolle.

n_n

Il n'existe pas de "c" qui annule la dérivée. Malgré cela, 4 posséde un minimum en x = 0.

S 25
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(3 P f:R—>R, f(x)=x"+6x+7, Uneapprocheest: f(x)=(x+3)*-2,le min. est (-3 ; -2).

La croissance est liée au signe de la dérivée. f'(x)=2x+6.

La fonction f est décroissante sur les nombres plus petit que —3, atteint un minimum en x = -3, puis
est croissante. f(-3)=9 - 18 +7=-2, donc le minimum est en (-3 ; -2).

b) f:R—->R, f(x)=e —(x+1)

La croissance est liée au signe de la dérivée. f'(x)=e" -1

X 0
S') - 0 +

f@ W 0 v

La fonction f est décroissante sur les nombres négatifs, atteint un minimum en x = 0, puis est
croissante. Donc f(x)=¢"' —(x+1)> f(0)=¢’~1=0

En conséquence, e¢' >x+1, VxeR.

¢c) g2:R->R, g(x)=x-sin(x) x enradians !
La croissance est liée au signe de la dérivée. g'(x) =1-cos(x)

cos(x) étant un nombre entre —1 et 1, g'(x) n'est jamais négatif.

Donc g est une fonction partout croissante !

Puisque g(0) =0 et g estcroissante, ona g(x) <0 pour x <0 et g(x)>0 pour x> 0.
En conséquence, x <sin(x) pour x <0 et x> sin(x) pour x> 0.

d*) h:R >R, h(x)zcos(x)—il—%-xzj

La croissance est liée au signe de la dérivée. /'(x) =—sin(x)+x = g(x) on utilise le résultat de b).
h'(x)<0 pour x<0 et A'(x)>0 pour x> 0.

Donc /4 est décroissante sur les nombres négatifs et croissante sur les nombres positifs, avec un
minimum en x = 0.

. .. 1
Puisque /4(0) =0 est un minimum, ona cos(x) > 1—5 x>, VxeR.
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fi(x)=x"=5x+3x+1
Cherchez le domaine de définition de la fonction.
Dom( f; ) =R.

Cherchez les intersections du graphe de f avec I'axe vertical (ordonnée a I'origine) et avec
I'axe horizontal ( zéros de f).

A 0)=1

i) =0 X =5x*+3x+1=0 & (x-1)-(x’—4x-1)=0 < x-1=0 ou x*—4x—-1=0
444 —4-1-(-1) 420 4125

2-1 2 2
Zéros(fi ) = {2—J§ 1 2+J§}z{—o,236 S 1; 4,236

I+

f1 possede trois z€ros quisont : x =1 et x=

Cherchez les asymptotes verticales.
I n'y en a pas, car Dom( f; ) =R.

Cherchez les asymptotes obliques (ou horizontales) et les limites : lim f(x).

Il n'y en a pas, car lim L)
X

x—>*oo

=00 ; lim f(x)=o ; liI}lf(x):—oo

Cherchez le domaine de définition et les zéros de la dérivée.
£'(x)=3x"-10x+3=Bx-1)-(x—3)

Dom( /') = Dom( f; ) = R. La fonction est dérivable partout.

f1'x)=0<«< 3x-1=0 ou x-3=0.

La dérivée s'annule en x =1/3 = 0,333 eten x=3.

f1 possede donc un extremum en (1/3 ;40/27) = ( 1/3 ; 1,48) et un autre en (3 ; —8).

Cherchez les zéros de la dérivée seconde.

J,"(x)=6x-10

La dérivée seconde s'annule en x = 10/6 = 1,666 et change de signe.
Donc la fonction f; possede un point d'inflexion en x =10/6 = 1,666.

Suite a la page suivante...
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Do) suite  f(x)=x*—5x> +3x+1

7)  Faites un tableau avec tous les points critiques trouvés.
Ce sont : les points limites des domaines de définition de f, f' et f"
les points ou f, f' et f' s'annulent.
Calculez la valeur de la fonction en tous les points critiques.

X 2-5 1/3 1 10/6 3 2445
fi"x) | - _ _ - - - - 0 + + + + +
fi(x) | + + + 0 - — — - - 0 + + +

- 0 + + + 0 — — — - - 0 +
S1(x) / / /~1,48\ N \\A ME // /
LTINS
8) A partir du tableau, déterminez les particularités des points critiques.

IIs peuvent étre des zéros de la fonction, des minimums, des maximums, des points
d'inflexions, des points d'asymptotes verticales, puis faites un graphique.
Les points critiques indiquent quelles échelles sont raisonnables.

O
1)

2)

3)

4)

30 T max fi(x)=x"=5x"+3x+1
20 4 inflexion
10 -
1 3 4 5 6
min.
x*+1 B x*+1

xX)= =
/() =1 (x+1)-(x-1)
Cherchez le domaine de définition de la fonction.
Dom(f;)=R\{-1;1}, car en x=—-1 eten x=1 ily a division par zéro.

Cherchez les intersections du graphe de f avec I'axe vertical (ordonnée a I'origine) et avec
I'axe horizontal ( zéros de f).
H0)==1 et H(x)=0 = xX*+1=0 < x*

—1, pas de solution, donc Zéros( f; ) = .

Cherchez les asymptotes verticales.
Ilyenadeux quisont:x=-1 et x=1, car liml|f2(x)| =0
Cherchez les asymptotes obliques (ou horizontales) et les limites : lirP fr(x).

¥+l xz-(1+1/x2)_

lim =
x~>iac_x2_1 x%imxz.(l_l/‘xz)

Donc il y a une asymptote horizontale qui est : y = 1.

lim £, (x)=

Suite a la page suivante...
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41 x’+1
=1 (x+1)-(x-1)
Cherchez le domaine de définition et les zéros de la dérivée.
. 2x-(X* =)= (x*+1)-2x  2x’—2x-2x"—2x 4x
f = 2 D=0 2x _

(v -1) (v-1) (o)
Dom( f,')=Dom(f;)=R\ {-1;1}.
La dérivée s'annule en x = 0.

Faites un tableau avec tous les points critiques trouvés.

Ce sont : les points limites des domaines de définition de f, f' (et f'")
les points ou f, f' (et f'') s'annulent.

Calculez la valeur de la fonction en tous les points critiques.

by -1 0 1
S|+ + 0 - / -

/
+ / — -1 + / —

LA L TN

A partir du tableau, déterminez les particularités des points critiques.

IIs peuvent étre des zéros de la fonction, des minimums, des maximums, des points
d'inflexions, des points d'asymptotes verticales, puis faites un graphique en commencant
par tracer les asymptotes. Les points critiques indiquent quelles échelles sont raisonnables.
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2x* +x-1

_(2x=D-(x+1) oy

3x-3

f(x)=—

x —x+1 x’

Dom( f3)

=R.

—x+1

2
x"—x+1
Cherchez le domaine de définition de la fonction.
Le dénominateur ne s'annule jamais, car A=b>—4-a-c=(-1)>-4-1-1=-3<0
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Cherchez les intersections du graphe de f avec l'axe vertical (ordonnée a l'origine) et avec
I'axe horizontal ( zéros de f).

f(0)=-1
A)=0c Qx=1)-(x+1)=0 < S={-1;0,5}

Zéros(f3)=1{-1;0,5}

Cherchez les asymptotes verticales. Il n'y en a pas, car Dom( f3 ) =R.

Cherchez les asymptotes obliques (ou horizontales) et les limites :

Par division polynomiale, on obtient : fi(x)=2+———

X

3x-3
—x+1

Donc il y a une asymptote horizontale qui est: y =2

Cherchez le domaine de définition et les zéros de la dérivée.
3-(x° —x+1)=(3x=3)-(2x=1) 33 —3x+3—6x" +3x+6x3

lim

x—>* oo

lim f(x).
f(x)=2

N R S B
f3(x)—[2+x2_x+l} - (xz—x+1)2
—3x*+6x 2—x
[ — :3 .
s (x2 —x+1)2 ’ (x2 —x+1)2

Dom( f3' ) =Dom( f5) =R.

Zéros( f3')={0;2}. La fonction posséde deux extremums en (0;—1) eten (2; 3).

Faites un tableau avec tous les points critiques trouvés.
les points limites des domaines de définition de f, f' (et f'")
les points ou f, f' (et f'') s'annulent.
Calculez la valeur de la fonction en tous les points critiques.

Ce sont :

(xz —x+1)2

X -1 0 0,5 2

frw | -] - | - 0 | + A e OV
+ 0 - - 0 + 3 +

f3(x) \ \ \ - /' /' /' \

max.
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X Hx+1 B

x+1

1

x+1
Cherchez le domaine de définition de la fonction.

Dom( f4)=R\ {-1}.
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Cherchez les intersections du graphe de f avec l'axe vertical (ordonnée a l'origine) et avec

I'axe horizontal ( zéros de f).

fa(0)=1

“(0)=0< x> +x+1=0 impossible, car A=b>—-4-a-c=(-1)"-4-1-1=-3<0
p

Zéros(fa )=

Cherchez les asymptotes verticales.
Ilyenaunequiest: x=-1, car 1im1|f4(x)| =0

Cherchez les asymptotes obliques (ou horizontales) et les limites : lirp f(x).

Par division polynomiale, on obtient : f,(x) =

X +x+1
=x+

1

x+1

Donc il y a une asymptote oblique quiest: y=x.

x+1

Cherchez le domaine de définition et les zéros de la dérivée.

o]

£(0)=0 < 1=

1

)

x+——
X

(x+1)°

(1)

1

Dom( f4')=Dom(fs)=R\ {-1}.
Zéros( f4')={-2;0}. La fonction possede un extremum en (-2 ;-3) etunen (0;1).

Faites un tableau avec tous les points critiques trouvés.

Ce sont :

les points ou f, f' (et f'') s'annulent.
Calculez la valeur de la fonction en tous les points critiques.

X =2 -1 0
i) | + 0 _ / — 0 +
+ -3 - / — 1 +
fa(x) /v TN N /'
T x4+ x+1

1
1
[
[
[
[
I
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
[ IaY
| B
-

o (x+D)’=1 & x+1=+1 < x=0ou x=-2

les points limites des domaines de définition de f, f' (et f'")
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3 2
ee) fix) = x —9x _ X (x*-9) _X (x+3)-(x-3)
2-(x2 —1) 2-(x+D)-(x-1D)  2-(x+D)-(x-1
1)  Cherchez le domaine de définition de la fonction.
Dom(fs)=R\{-1;1}, car en x=-1 eten x=1 ily a division par zéro.

2)  Cherchez les intersections du graphe de f avec 'axe vertical (ordonnée a I'origine) et avec
I'axe horizontal ( zéros de f).

f(0)=0x-9x=0 & x-(x*-9)=0 < x-(x+3)-(x-3)=0 < S$S={-3;0;3}
Zéros(fs)=1{-3;0:;3} et f5(0)=0

3)  Cherchez les asymptotes verticales.
Ily enadeux quisont:x=-1 et x=1, car lir£11|f5(x)| =00

4)  Cherchez les asymptotes obliques (ou horizontales) et les limites : lirP f(x).

3
x —9x 1 8x 1 4x
Par division polynomiale, on obtient : X)=———~—=—Xx—————=—-X—
poy /) 2~(x2—1) 2 2:x*-2 2 x*-1
Donc il y a une asymptote oblique quiest: y=0,5-x fi(x) > %0 si x —> oo

5)  Cherchez le domaine de définition et les zéros de la dérivée.
1 Bx"=9)- (" =D=(x’=9x)-2x _ 1 3x* =3x" —9x" +9-2x" +18x’

J5'(%) :E (xz _1)2 9 (x2 _1)2
fs'(x>=%-x4 c6x+9 1 (¥'+3)

(x2 —1)2 2 (x2 —1)2
Dom( fs')=Dom(f;)=R\ {-1;1}.
La dérivée ne s'annule nulle part et est toujours positive. Donc la fonction est partout croissante.

6)  Cherchez les zéros de la dérivée seconde.
1 2-(x2+3)-2x-(x2—1)2—(x2+3)2-2-(x2—1)-2x_(x2+3)(x2—1)-2x-[(x2—1)—(x2+3)]

> (1) (1)
(x*+3)-2x-[4] 43 ,
f5"(x) = ; =-8-x- — . Malgré un gros calcul, le résultat est simple.
(x2 - 1) (x2 — 1)
La dérivée seconde s'annule en x = 0.
Donc la fonction f5 possede un point d'inflexion en x = 0.

ﬁ “(x) —

Suite en page suivante...



Thm. de Rolle et étude de fonctions - série d'analyse n°14 Corrigé page 10/ 12
3
Ge) suite  f5(x)= 2x ox

-(x2 - 1)
7)  Faites un tableau avec tous les points critiques trouvés.
Ce sont : les points limites des domaines de définition de f, f' et f"
les points ou f, f' et f' s'annulent.
Calculez la valeur de la fonction en tous les points critiques.

X -3 -1 0 1 3
Sfs"k) |+ + 0
Sfs' ) | + +
_ 0 _ 0 _

/ _
/ +
/

MaldZiNGr

8) A partir du tableau, déterminez les particularités des points critiques.
Ils peuvent étre des zéros de la fonction, des minimums, des maximums, des points
d'inflexions, des points d'asymptotes verticales, puis faites un graphique en commencant
par tracer les asymptotes. Les points critiques indiquent quelles échelles sont raisonnables.

\\\+++
\\\+++
\\\++|

Ss(x)
e

x’ —9x 10 T
f5(x¥) = 7. ( 2 _1) inflexion
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fix)=e™
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1)  Cherchez le domaine de définition de la fonction. Dom( fs ) =R.
2)  Cherchez les intersections du graphe de f avec I'axe vertical (ordonnée a 1'origine) et avec
I'axe horizontal ( zéros de f).
fs(0)=1
f6 (x) > 0 pour tout VxeR, donc Zéros(fs)=O.
3)  Cherchez les asymptotes verticales. Il n'y en a pas, car Dom( f5 ) =R.
4)  Cherchez les asymptotes obliques (ou horizontales) et les limites : lirP f(x).
lim ¢ =0. Donc il y a une asymptote horizontale qui est: y =10
5)  Cherchez le domaine de définition et les zéros de la dérivée.
S '(x)=—2x- e~
Dom( f¢' ) = Dom( fs ) =R.
Zéros(f¢')={0}. La fonction possede un extremumen (0 ; 1).
6) Cherchez le domaine de définition et les zéros de la dérivée seconde.
f'(0)==2-e" =2x-e (-2x)=2-¢" (24" -1)
Zéros(f¢") = {—\/5 /2; V27 2} . La fonction posséde deux points d'inflexions.
7)  Faites un tableau avec tous les points critiques trouvés.
Ce sont : les points limites des domaines de définition de f, f' et f"
les points ou f, f' et f' s'annulent.
Calculez la valeur de la fonction en tous les points critiques.
—~2/2 0 V212
fo"(X) | * 0 - - - 0 +
Jfe(x) | + + + 0 - - -
+ 0 - - - 0 +
S6(x) / ;. / L \ \ \
4 4 Y N AN
8)
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f(n)=2
C'est une fonction constante, elle est particulierement simple.
Dom( f7)=R.

f7 est une fonction constante égale a 2 sur R.
Elle ne s'annule jamais, sa dérivée est nulle.
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fi(x)= ln(xz)/ln(\/x_z)
Ici, il faut utiliser les propriétés des logarithmes pour s'apercevoir que :

S5 (x) =2'1n(|x|)/ln(|x|):2, si x#0.

Dom( fs)=R\ {0}.
f's est une fonction constante égale & 2 sur son domaine de définition !
Elle ne s'annule jamais, sa dérivée est nulle.

Cette fois, I'é¢tude de fonction est rapide !

f)=2

-10



